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Wstep

Niniejszy podrecznik jest przeznaczony dla studentéw politechnik, ktorzy
zdawali mature z matematyki tylko na poziomie podstawowym. Ma im pomoc
w uzupelnieniu wiadomosci niezbednych do studiowania matematyki. Sadzimy,
ze ksigzka bedzie przydatna takze osobom rozpoczynajacym studia zaoczne po
kilku latach od matury.

W ksiazce omawiamy elementy logiki i teorii zbioréw, indukcje matema-
tyczna, ciggi arytmetyczne i geometryczne, funkcje i ich podstawowe wlasnosci,
a takze geometrie analityczng na plaszczyznie. Ponadto, przedstawiamy me-
tody rozwiazywania réwnan i nieréwnosci wielomianowych, trygonometrycz-
nych, wyktadniczych oraz logarytmicznych. Szczegdlny nacisk ktadziemy na te
fragmenty materiatu, ktore sprawiajg najwiecej trudnoéci studentom w pierw-
Szym semestrze.

Podrecznik oprocz teorii zawiera duzg liczbe przykladéw rozwiazanych
krok po kroku oraz zadania przeznaczone do samodzielnej pracy. Do wszyst-
kich zadan podane sa odpowiedzi. Zaleta opracowania jest duza liczba rysun-
kéw ulatwiajacych zrozumienie materiatu.

W tym wydaniu wprowadzono drobne zmiany oraz poprawiono zauwazone
bledy i usterki.

Dziekujemy kolezankom i kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki

Wroctawskiej oraz naszym studentom za uwagi o ksiazce oraz wskazanie btle-
déw w odpowiedziach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Oznaczenia
W podreczniku stosujemy nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych:
N={1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,
Z ={0,+£1,£2,...} — zbiér liczb catkowitych,
Q= {B tp EZ,q € N} — zbidr liczb wymiernych,
q

R — zbidr liczb rzeczywistych.



Pojecia wstepne

1.1. Elementy logiki matematycznej

Rachunek zdan

Zdaniem w logice nazywamy zdanie orzekajace, o ktérym mozna stwierdzié,
czy jest prawdziwe, czy tez falszywe. Zdania oznaczamy zwykle malymi lite-
rami alfabetu, np. p, g, r. Zdaniom prawdziwym przypisujemy warto$¢ logiczna
1, a falszywym 0.

Przyktad 1.1. Zdania ,2 + 3 = 57,  liczba 12 nie jest podzielna przez 77
sa prawdziwe. Z kolei zdania ,3 > 77, .funkcja f(x) = z? jest okresowa”
sq falszywe. Sformulowania ,22 = 4”7, funkcja ¢ jest rosngca” oraz ,,jestem
glodny” nie sa zdaniami w sensie logiki, gdyz ich wartos¢ zalezy odpowiednio
od wartosci z, od funkcji ¢ oraz od osoby, ktora je wypowiada. Podobnie,
stwierdzenie ,moze padaé¢” nie jest zdaniem logicznym, gdyz nie mozna mu
przypisaé¢ zadnej wartosci logicznej.

Nizej okreslimy negacje oraz podstawowe rodzaje spdjnikow logicznych, kto-
rymi bedziemy laczy¢ zdania.

Zdanie ,nieprawda, ze p” nazywamy negacjg¢ zdania p i oznaczamy symbolem
~ p. Negacja zdania jest prawdziwa, gdy zdanie jest falszywe.

Zdanie ,,p lub ¢” nazywamy alternatywg zdan p, q i oznaczamy symbolem pVq.
Alternatywa jest prawdziwa, gdy przynajmniej jedno ze zdan jest prawdziwe.

Zdanie .p albo ¢” nazywamy alternatywq wykluczajgcg zdan p, q i oznaczamy
symbolem pV q. Alternatywa wykluczajaca jest prawdziwa, gdy tylko jedno ze
zdan jest prawdziwe. Ten spoéjnik logiczny odgrywa wazna role w informatyce.

Zdanie ,p i ¢” nazywamy koniunkcjg zdan p, q i oznaczamy symbolem p A gq.
Koniunkcja dwéch zdan jest prawdziwa, gdy oba zdania sa prawdziwe.
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Zdanie ,jezeli p, to ¢” nazywamy implikacjg i oznaczamy symbolem p = q.
Implikacja jest prawdziwa, gdy zdania p oraz g sa prawdziwe lub gdy zdanie p
jest falszywe, a zdanie g dowolne (tzn. falszywe lub prawdziwe). W implikacji
zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie ¢ nastepnikiem.

Zdanie ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢” nazywamy réwnowazno$cig i oznaczamy
symbolem p <= ¢q. Réwnowazno$¢ jest prawdziwa, gdy oba zdania maja te
sama wartos¢ logiczna.

W tabelce podajemy wartosci logiczne negacji, alternatywy, koniunkcji, impli-
kacji i réwnowaznoéci w zaleznoéci od wartosci logicznych zdan je tworzacych.

p q|~p|pVg pva|pAq|p=q p<=q
171, 0 1 0 1 1 1
110] 0 1 1 0 0 0
0Oj1] 1 1 1 0 1 0
0j0] 1 0 0 0 1 1
Przyktad 1.2. Ocenié prawdziwoéé zdan:
(a) ,nieprawda, ze 3-8 = 25”; (b) ,b>61lub 3 > 27,

(c) ,prosta y = z jest réwnolegla do osi Oz albo jest réwnolegta do osi Oy”;
(d) ,23 =81 1/9999 = 99”; (e) 2> 1<=12>0";
(f),, jezeli liczba 33 jest podzielna przez 5, to liczba 66 jest podzielna przez 10”.

Rozwigzanie.
(a) Zdanie jest prawdziwe, bo zdanie 3-8 = 25" jest falszywe.

(b) Zdanie jest prawdziwe, bo jedno ze zdan alternatywy, tj. zdanie ,3 > 27, jest
prawdziwe.

(c) Zdanie jest falszywe, bo rozwazana prosta nie jest réwnolegla do zadnej z osi.

(d) Zdanie jest falszywe, bo jedno ze zdan koniunkcji, tj. zdanie ,,4+/9999 = 99” jest
falszywe.

(e) Zdanie jest prawdziwe, bo oba zdania w réwnowaznosci sa prawdziwe.
(f) Zdanie jest prawdziwe, bo poprzednik implikacji, tj. zdanie ,liczba 33 jest po-
dzielna przez 5” jest falszywe.

Formutami rachunku zdan nazywamy wyrazenia sktadajace sie ze zmiennych
zdaniowych p,q,r, ..., spéjnikéw logicznych (negacji, alternatywy, implikacji
itd.) i ewentualnie nawiaséw. Ponizej przyklady formul zdaniowych:

(p=q) <= [(~p) Vgl ~[pA(gVr); ~q= (pNq);
(pAhg) = (pV ) (p=a)Ap] = ¢  ~[pVae =7].
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Przykfad 1.3. , Andrzej zaliczyl sprawdzian z matematyki” — p, ,,Andrzej za-
liczyt sprawdzian z fizyki” — q ,,Andrzej zaliczyt sprawdzian z informatyki” —
r. Wiemy, ze zdanie ,,JeSli Andrzej zaliczyl sprawdzian z matematyki i nie za-
liczyt z fizyki, to nie zaliczyl réwniez sprawdzianu z informatyki” jest falszywe.
Czy mozna ustali¢, ktéry ze sprawdzianéw zaliczyl Andrzej?

Rozwigzanie. Sformulowane zdanie mozna zapisa¢ nastepujaco (pA ~ q) = ~ r.
Jak wiadomo implikacja jest falszywa tylko w przypadku, gdy poprzednik, tj. zdanie
pA ~ g, jest prawdziwe, a nastepnik ~ r — falszywy. Koniunkcja p A ~ ¢ jest praw-
dziwa tylko, gdy p jest zdaniem prawdziwym, a g — falszywym. Z kolei zdanie ~ r
jest falszywe, gdy zdanie r jest prawdziwe. Zatem Andrzej zaliczyl sprawdzian tylko
z matematyki i informatyki.

Prawami logicznymi nazywamy formuty, ktére sa prawdziwe po podstawieniu
dowolnych zdan w miejsca zmiennych zdaniowych. Ponizej podajemy zesta-
wienie praw logicznych najczesciej wykorzystywanych w rozumowaniach.

Najwazniejsze prawa logiczne

Prawo podwéjnego zaprzeczenia ~ (~ p) <= p.

Prawo zaprzeczenia implikacji ~ (p=q) <= (p A (~q)).
Prawo wyltaczonego $rodka pV (~ p).

Rozdzielno$¢ koniunkcji wzgledem alternatywy

[pA(gvr)]<=pragVpAr)].
Rozdzielnoé¢ alternatywy wzgledem koniunkcji

{p\/ (q/\r)} = {(p\/q) /\(p\/r)} .
Prawo przechodnio$ci implikacji [(p =q) N(g= r)} = (p=r).
Prawo de Morgana* dla alternatywy [N (pV q)} = {(N p) A (~ q)} .
Prawo de Morgana dla koniunkcji {N (pA q)} = [(N p)V (~ q)} .
Prawo Claviusal [(N D) :>p} =p.
Prawo transpozycji (p=q) <= [(N q) = (~ p)] )

Reguta odrywania [p A(p= q)} =q.

Przyktad 1.4. Zbadaé, czy podane formuly rachunku zdan sg prawami logicz-

nymi:
(@&)p= (pVaq); M) p=adN(@=p)] = (PVa;
() [pV(~a] = (pra); (d) p=4q) = [(~q) = (~p)]

*Augustus De Morgan (1806-1871), matematyk i logik angielski.
fChristoph Clavius (1538-1612), matematyk i astronom wloski.
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Rozwigzanie. Aby pokazaé, ze formula rachunku zdan jest prawem logicznym, wy-
korzystamy tzw. metode zero-jedynkowa. W tym celu ustalimy warto$¢ formutly dla
wszystkich ukladéw wartosci logicznych jej zmiennych zdaniowych. Jezeli w kazdym
przypadku wartos¢ logiczna formuty bedzie réwna 1, to bedzie ona prawem logicznym.
7 drugiej strony dla wykazania, ze formula nie jest prawem logicznym, wystarczy
wskazaé jeden uklad wartosci logicznych zmiennych zdaniowych, dla ktérych ma ona
warto$¢ 0. Wyniki przedstawimy w formie tabelki.

(a) |p ¢ pVag|p=>(Va
0/0] 0 1
0[1] 1 I
1o 1 1
T]1] 1 I

Dla wszystkich ukladéw wartosci logicznych zdan p, ¢ wartosé logiczna badanej for-

muly jest rowna 1. Zatem jest ona prawem logicznym.

®) plalp=q g=p| =9 A(g=p) pVa|lp=9A@=p]= PV
00 1 [ 1 1 0 0

Wskazalidmy uklad wartoéci logicznych zdan p, ¢, dla ktoérego wartosé logiczna bada-

nej formuly jest rowna 0. Zatem nie jest ona prawem logicznym.

(€ |plal~qa pV(~q |pAq|[lpV(~g]= (pAg)

0/0] 1T | 1 0 0

Takze w tym przypadku wskazaliémy uktad wartosci logicznych zdan p, ¢, dla ktorego

wartos$¢ logiczna badanej formuty jest réwna 0. Zatem nie jest ona prawem logicznym.

(A p qgl~pl~q|lp=q (9= (~p)| =9 =[~q = (~p)]
0/0] 1 | 1 1 1 1
0/ 1] L | 0 1 1 1
170 0 |1 0 0 1
1100 1 1 1

Dla wszystkich uktadow wartoéci logicznych zdan p, g wartos¢ logiczna badanej for-
muty jest réwna 1. Zatem jest ona prawem logicznym.

Funkcja zdaniowa

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcjqg zdaniowq zmiennej x nazywamy
stwierdzenie p(x), ktére staje sie zdaniem logicznym, gdy w miejsce x pod-
stawimy element zbioru X. Zbiér ten nazywamy dziedzina funkcji zdaniowej
p. Zbiér tych elementow x ze zbioru X, dla ktoérych funkcja zdaniowa p jest
prawdziwa, oznaczamy przez

{r e X :px)}.
Funkcja zdaniowa moze zaleze¢ od wiekszej liczby zmiennych.

Przyktad 1.5. Zbiory okreslone za pomocg funkcji zdaniowej zapisaé¢ w prost-
szej postaci:

(a) {pEZ:p2<5}; (b) {xER:aj2:4};
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(c){zeR:(z<3)V(x>=5)} (d) {n € R: n — podzielne przez5};

(e) {x ER:(x>0) = (332 > 0)}; (f) {(z,y,2) s z,y,2 e NNz <y A zyz = 8}.
Rozwigzanie. Po rozpatrzeniu warunkéw okreslajacych powyzsze zbiory okaze sie,

ze mozna je zapisa¢ w postaci:

(a) {—2,-1,0,1,2}; (b) {—2,2}; (¢) (—o0,3) U [5,00);

(d) {5,10,15,...}; (e) R; (f) {(1,2,4),(1,4,2),(1,8,1),(2,4,1)}.

Kwantyfikatory

Zwrot ,dla kazdego x” nazywamy kwantyfikatorem ogélnym i oznaczamy Sym-
bolem

xT

Do zapisu tego kwantyfikatora uzywa sie takze symbolu V z. Jezeli chcemy
podkredlié¢, ze zakres zmiennej x w kwantyfikatorze ogdlnym jest ograniczony
do zbioru niepustego X, to uzywamy symbolu

A -

zeX

Na przyklad stwierdzenie: dla kazdej liczby rzeczywistej = wyrazenie z2 jest
nieujemne, przy pomocy kwantyfikatora ogdlnego zapisujemy nastepujaco:

AE)

Zamiast kilku kwantyfikatoréw ogélnych stojacych obok siebie mozna napisaé
jeden. Np. zamiast /\ /\ mozemy napisaé /\
zeR yeR z,yeR

7 kolei zwrot ,jistnieje x” nazywamy kwantyfikatorem szczegolowym i ozna-
czamy symbolem

xT

Do zapisu tego kwantyfikatora uzywa sie takze symbolu 2. Jezeli cheemy
podkresli¢, ze zakres zmiennej x w kwantyfikatorze szczegélowym jest ograni-
czony do niepustego zbioru X, to uzywamy symbolu

zeX
Na przyktad stwierdzenie: istnieje liczba rzeczywista z, ktora spelnia rownanie
22+ 32 4+2=0, zapisujemy nastepujaco:

\/ 22 +32+2=0.
TER
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Podobnie, jak wyzej, zamiast kilku kwantyfikatoréw szczegdlnych stojacych

obok siebie mozna napisa¢ jeden. Np. zamiast \/ \/ mozemy napisaé
neN meN n,meN

Przyktad 1.6. Zbadaé, czy podane funkcje zdaniowe z kwantyfikatorami sg

prawdziwe:

(a) /\ |z| +1 > 0; (b) /\ sin?x + cos®z = 1; (c) \/ 2 —2+1=0;
zeR zeR zeR

@ A A@)=a"" ) NV z+y>0, )\ A\ z+y>o0.
a,beR neN zeR yeR yeR z€R

Rozwiazanie.
(a) Funkcja zdaniowa jest prawdziwa. Wynika to z faktu, ze dla dowolnego z € R
mamy |z| > 0.

(b) Funkcja zdaniowa jest prawdziwa. Wynika, to z okredlenia funkcji trygonome-
trycznych sin i cos oraz z twierdzenia Pitagorasat.

(¢) Funkcja zdaniowa jest falszywa. Poniewaz A = —3 < 0, wiec réwnanie kwadra-
towe nie ma rzeczywistych rozwiazan.

(d) Funkcja zdaniowa jest prawdziwa.

(e) Funkcja zdaniowa jest prawdziwa. Dla dowolnego x € R wystarczy przyja¢ y =
1—ux.

f) Funkcja zdaniowa jest falszywa. Gdyby bowiem istnialo takie y € R, to przyjmujac
x = —1 —y, otrzymalibySmy sprzecznos¢ z +y = —1 > 0.

Najwazniejsze prawa rachunku kwantyfikatoréw

W ponizszym zestawieniu symbol p oznacza funkcje zdaniowa zmiennej x € X,
a q funkcje zdaniowg zmiennych z € X, y € Y.

Prawo de Morgana dla kwantyfikatora ogdlnego

~ < A p(ﬂf)) =\ [~p@).

zeX rzeX

Prawo de Morgana dla kwantyfikatora szczegétowego

~ < \ p(l“)) = A [~p@).

zeX zeX
Prawo przestawiania dla kwantyfikatorow ogélnych

A N a@y) = A A a@v).

zeX yeYy yeY zeX

tPitagoras (772 p.n.e. — 497 p.n.e.), matematyk i filozof grecki.
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Prawo przestawiania dla kwantyfikatoréw szczegbéltowych

V Vazy =V Vazy).

zeX yeY yeY zeX

Prawo przestawiania kwantyfikatora ogdlnego ze szczegdétowym

V A a@y) = AV a@y).

zeX yeY yeY zeX

Uwaga.W ostatnim prawie implikacja w przeciwna strone jest na ogoét fal-
szywa. Tak jest np. dla zbioréw X =Y = R oraz funkcji zadaniowej ¢(z,y) :
z+y=0.

1.2. Aksjomaty, definicje, twierdzenia

Matematyka jest systemem dedukcyjnym, w ktorym z przyjetych aksjomatow
lub wczesniej udowodnionych twierdzen wyprowadza sie nowe twierdzenia. W
tym paragrafie podamy podstawowe informacje na ten temat. Nowe terminy
wprowadzimy w sposéb intuicyjny bez zbednej formalizacji.

Pojeciami pierwotnymi nazywamy abstrakcyjne obiekty oraz stwierdzenia, kt6-
rych nie okreslamy. Np. w teorii mnogoéci pojeciami pierwotnymi sa: zbiér,
element zbioru oraz stwierdzenie ,x jest elementem zbioru X”. Z kolei w geo-
metrii euklidesowej takimi pojeciami sa: punkt, prosta, plaszczyzna, przestrzen
oraz stwierdzenie ,punkt P nalezy do prostej {”.

Aksjomatem nazywamy zdanie opisujace zaleznoéé¢ miedzy pojeciami pierwot-
nymi, ktorego prawdziwos¢ przyjmujemy bez dowodu. Rozwaza si¢ m. in. ak-
sjomaty geometrii, arytmetyki, teorii mnogosci. Ponizej podajemy przykla-
dowe aksjomaty z teorii mnogosci, z geometrii oraz z analizy matematyczne;j.

Przyktad 1.7. (a) Aksjomat istnienia zbioru pustego. Istnieje zbidr, ktéry nie
zawiera zadnego elementu. Zbiér ten nazywamy pustym i oznaczamy symbo-
lem 0.

(b) Aksjomat o prostej przechodzacej przez dwa punkty. Na plaszczyznie przez
kazde dwa rézne punkty mozna poprowadzié¢ tylko jedng prosta.
(c) Aksjomat ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych. Kazdy niepusty i ograni-
czony podzbidr zbioru liczb rzeczywistych ma kres dolny i gorny.

Definicjg nazywamy zdanie, ktére wprowadza nowe pojecie lub symbol za po-
mocg wczesniej okreslonych terminéw. Definicje wprowadzamy, gdy w roz-
wazaniach wielokrotnie pojawiaja sie obiekty spelniajace te same warunki.
Upraszcza to formulowanie kolejnych pojeé¢ i twierdzen. Ponizej podajemy
przyktadowe definicje z teorii liczb, analizy oraz geometrii.
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Przykfad 1.8. (a) Méwimy, ze liczba catkowita n jest podzielna przez nieze-
rowa liczbe catkowity k, gdy istnieje liczba catkowita m taka, iz n = k - m.
(b) Méwimy, ze ciag (a,) jest rosnacy, jezeli dla kazdej liczby naturalnej n
zachodzi nieréwnos¢ a,11 > ay.

(c) Sfera o $rodku S € R3 i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich
punktéw przestrzeni R3, ktorych odlegloéé od érodka jest réwna 7.

Twierdzeniem nazywamy zdanie udowodnione na postawie przyjetego uktadu
aksjomatéw z wykorzystaniem zasad wnioskowania w logice. Twierdzenia w
matematyce najczesciej majg posta¢ implikacji: ,,jezeli p, to ¢”. Zalozeniem
twierdzenia nazywamy poprzednik p implikacji, a jego tezg — nastepnik g. W
tej sytuacji mowimy takze, ze p jest warunkiem wystarczajgcym dla g lub, ze
q jest warunkiem koniecznym dla p.

Dowodem twierdzenia nazywamy ciag skonczony zdan, ktéry zaczyna sie od
zalozenia, a kolejne zdania otrzymane sg z poprzednich w wyniku wnioskowa-
nia dedukcyjnego, przyjetych aksjomatow, a takze udowodnionych wczesniej
twierdzen i ktory prowadzi do tezy.

Uwaga. W podrecznikach twierdzenia czasem maja inna nazwe. Na przyktad
twierdzenie pomocnicze wykorzystane w dowodzie zasadniczego twierdzenia
nazywamy lematem. Zas fakt wynikajacy bezposrednio z udowodnionego twier-
dzenia nazywamy wnioskiem. Studenci czesto z faktu, ze nie jest spelnione
zalozenie p twierdzenia ,jezeli p, to ¢” wyciagaja bledny wniosek, iz teza ¢
jest falszywa. Np. w twierdzeniu: jesli liczba naturalna n jest podzielna przez
6, to jest podzielna przez 3, podstawiaja n = 9 i stwierdzaja ,skoro liczba 9
nie jest podzielna przez 6, to nie jest podzielna przez 3”, co jest oczywiscie
falszem.

Przykfad 1.9. Sformulowaé twierdzenie w postaci implikacji ze wskazaniem
zalozenia i tezy:

(a) twierdzenie Pitagorasa;
(b) kwadrat nieparzystej liczby naturalnej jest postaci 4k + 1, gdzie k € N;
(c) wzory Viete’a.

Rozwiazanie.
(a) Twierdzenie: ,jezeli trojkat jest prostokaty, to suma kwadratéw przyprostokatnych
jest réwna kwadratowi przeciwprostokatnej”.

Zalozenie: trojkat jest prostokatny, teza: suma kwadratéw dtugoéci przyprostokatnych
jest rowna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

(b) Twierdzenie: ,jezeli liczba naturalna n jest nieparzysta, to jej kwadrat ma postaé
4k + 1, gdzie k € N”.
Zalozenie: liczba naturalna n jest nieparzysta, teza: n? = 4k + 1 dla pewnego k € N.
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¢) Twierdzenie: ,jezeli x1, x2 sa pierwiastkami tréjmianu kwadratowego az? +bx + ¢
J ap J g

C”

(a, b, c € R), toa:1+a:2:—a,x1'$2= o
Zalozenie: x1, xo — pierwiastki tréjmianu kwadratowego ax? + bz + ¢, teza: z1 + 2 =
b
X1 X2 = E~
a a
Twierdzenia moga mie¢ inna forme niz implikacja. Ponizej podajemy kilka
twierdzen innej postaci.
Przyktad 1.10. (a) Liczba naturalna zapisana w ukladzie dziesigtnym jest po-
dzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.
To twierdzenie ma posta¢ réwnowaznoéci. Forma ta jest koniunkcja dwoch
twierdzen w postaci implikacji: ,,jezeli p, to ¢” i ,jezeli ¢, to p”.
(b) Réwnanie x*¥ = 2 ma rozwiazanie w zbiorze liczb rzeczywistych.
To twierdzenie ma forme funkcji zdaniowej z kwantyfikatorem szczegdélowym:

\/ * = 2.
rzeR

(c) Dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé
P+2 4+ +nd=0142+...+n)

Z kolei to twierdzenie ma forme funkcji zdaniowej z kwantyfikatorem ogdlnym:

ANP+22+. +n=01+2+...+n)
neN

1.3. Elementy teorii zbioréw

Zbior jest pojeciem pierwotnym, ktérego nie definiujemy. Zbiory oznaczamy
zwykle duzymi literami alfabetu, a ich elementy matymi. Fakt, ze x jest ele-
mentem zbioru A zapisujemy symbolicznie x € A. Jezeli y nie jest elementem
tego zbioru, to piszemy y & A. Zbiér okreslamy zwykle przez wyliczenie ele-
mentéw lub przez podanie warunku W, ktéry one spetniaja. Piszemy wtedy

{z1,22,23,...,2,} lub {z: W(z)}.
Zbiér, ktéry nie ma zadnego elementu, nazywamy pustym i oznaczamy przez
(). Ponizej przyklady zbioréw:
{zloto, srebro, braz}; {z:xeRA0<x<5}
{1,3,5,7,...}; {n : n jest liczba naturalna podzielna przez 11}.
Moéwimy, ze dwa zbiory sg réwne, gdy maja te same elementy. Zatem

A=Be= \[@e )« (zeB).
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Jezeli kazdy element zbioru A jest elementem

zbioru B, to méwimy, ze A jest podzbiorem B B
(rys.). Fakt ten zapisujemy symbolicznie w po- 4
staci A C B. Mamy zatem

ACB = \|@ed) = (xeB)|.

Jesli przy tym A # B, to méwimy, ze A jest podzbiorem wlasciwym B. Oczy-
wiscie ) C A oraz A C A dla kazdego zbioru A.

Sumg zbioréw A i B nazywamy zbidér, ktéry
sktada sie z wszystkich elementéw zbioru A oraz B
wszystkich elementéw zbioru B (rys.). Sume

zbioréw A i B oznaczamy symbolem A U B. \
AUB

Mamy zatem
A:‘

(r€AUB) <= [(z€A)V(z e B).

W podobny sposob okresla sie sume dowolnej liczby zbioréw.

Iloczynem (przekrojem albo czesScia wspdlna)
zbioréw A i B nazywamy zbior zltozony tylko B
z tych elementéw, ktére naleza do zbioru A i
do zbioru B (rys.). lloczyn zbior6w A i B ozna-
czamy symbolem A N B. Mamy zatem

ANB

(xeAﬂB)¢¢[@eAWerBﬂ.

W podobny sposob okresla sie iloczyn dowolnej liczby zbioréw.

Méwimy, ze zbiory A i B sa rozlgczne, gdy ich iloczyn jest zbiorem pustym,
tj. AN B =10.

B

Roznicg zbiorow A i B nazywamy zbiér ztozony tylko z tych elementéw zbioru
A, ktére nie naleza do B (rys. (a)). Réznice zbioréw A i B oznaczamy przez
A\ B. Mamy zatem

(x€ A\B) <= [(z€A) A (x¢B)].

Réznicqg symetryczng zbioréw A i B nazywamy zbiér (A\ B) U (B\ A) (rys.
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(b)). Zbiér ten oznaczamy przez AAB. Mamy zatem

(z € AAB) < {[(xeA) A (a;ng)} v [(ng) A (xEB):}.
(a) 5 (b) 5
L L_ALB
A\ B AAB

Niech X bedzie ustalonym zbiorem zwanym
przestrzenia oraz niech A bedzie dowolnym pod-
zbiorem tej przestrzeni. Dopeinieniem zbioru A
wzgledem X nazywamy zbiér X \ A i oznaczamy
go symbolem A’ (rys.). Mamy zatem

(zed) = (~(xeA).
Oczywiscie (A')" = A. Ponadto, ) = X i X' = (.

Wtasnosci dziatan na zbiorach
Przemiennos¢ sumy, przekroju oraz réznicy symetrycznej zbioréw:

AUB=BUA, ANB=DBNA, AAB = BAA.
Prawa de Morgana dla sumy i przekroju zbioréw:
(AuB)Y =A'NB, (AnB) =A"UB.
Rozdzielno$é¢ sumy i przekroju zbioréw:
(AUB)NC=(AnC)u(BNC(O), (ANB)UC=(AuC)Nn(BUC(C).
Przechodnios$¢ zawierania zbioréw:
[(ACB)A(BCC) = (AcCO).
Warunek réwnowazny rownosci zbiorow:

(ACB)A(BCA)| = (4=B).

Zawieranie zbioréw i ich dopelnien: A ¢ B<= B’ c A'.
Rozlacznoéé zbioru i jego dopelnienia: AN A" = 0.
Uzupelnienie zbioru do przestrzeni: AU A" = X.
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Przykfad 1.11. Dane sg zbiory
A={1,3,5,7,...}, B=1{2,4,6,8,...}, C=1{1,2,5,6,9,10,...}.

Wyznaczy¢ zbiory:

(a) AU B; (b) AN B; (c) A\ B; (d) C\ 4; (e) AAB.

Rozwigzanie. Mamy:
a) AUB ={1,3,5,7,...} U{2,4,6,8,.
b) ANB={1,3,5,7,...}N{2,4,6,8,.
¢) A\ B =1{1,3,5,7,.. }\{2,4,6,8,...} = A;
d) C\ A={1,2,5,6,9,10,.. }\ {1,3,5,7,...} = {2,6,10,...};
(e) AAB ={1,3,5,7,.. } A {2,4,6,8,...} = N.

=N
=0

b

(
(
(
(

Przykfad 1.12. W przestrzeni R dla podanych par zbioréw A, B wykonaé
dziatania:

AUB, ANB, A\B, B\A, A, B, AAB,gdze

(a) A=(-2,3), B=(-00,2;  (b) A=[-1,3]U{4}, B = (0,1).
Rozwigzanie.
(a) 4 -2 3 (b) 4 -1 3 4
B B 00
2 01
AUB AUB
3 -1 3 4
ANB ANB o—>0
-2 2 01
A\B A\B —s
\ 2 3 \ -10 1 3 4
B\A ; B\A=0
A’ A’ OO —
-2 3 -1 3 4
B/ B/
2 01
AAB AAB —
-2 2 3 -10 1 3 4

lloczyn kartezjanski

Tloczynem kartezjanskim (produktem) zbioréw A i B nazywamy zbiér wszyst-
kich par uporzadkowanych (z,y) takich, ze z € A oraz y € B. lloczyn karte-
zjanski zbiorow A i B oznaczamy symbolem A x B. Mamy zatem

AxB = {(z,y): x€ ANy € B}.

W podobny sposéb okresla sie iloczyn kartezjanski wiekszej liczby zbioréw.
Jezeli A = B, to zamiast A x A bedziemy pisali A2, np. R2 = R x R.
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Przyktad 1.13. Dla podanych par zbioréw w R narysowaé iloczyn kartezjanski A x B:
(a) A=11,4], B=1,3]; (b)y A=(1,4), B=1{1,2,3}.

Rozwiazanie.

Yy b Y
(a) ¥ (b) ¥ .
B B 2¢--o0——m0
1 7\ I 1 77\ I

| i A 21:1: I 1 A 4 T

1.4. Dziatania algebraiczne

Potegi
W tym paragrafie okreslimy potege a® dla liczb rzeczywistych a, b. Najpierw
zdefiniujemy potege o wykladniku naturalnym. Dla a € R oraz n € N przyj-
mujemy

a"=a-a-...-q oraz a_":i a®=1, gdya#0

g ) y .
N czynnikéw

Teraz okredlimy pierwiastek arytmetyczny. I tak, pierwiastkiem arytmetycz-
nym stopnia n € N z nieujemnej liczby rzeczywistej a nazywamy nieujemna
liczbe rzeczywista ¢ taka, ze ¢ = a. Piszemy wéwczas ¢ = {/a. Mamy zatem

Va=c < " =a.

Pierwiastek stopnia 2 nazywamy pierwiastkiem kwadratowym i oznaczamy
symbolem +/a. Pierwiastek stopnia 3 nazywamy pierwiastkiem szesciennym.
Dla dowolnych liczb naturalnych n, m oraz dowolnych liczb rzeczywistych
a, b > 0, zachodza wzory:

Va-b= a- Vb, ﬁZ\"/T;—Z’ gdzie b > 0, Y Va= "{a.

Mozna rozszerzy¢ definicje pierwiastka arytmetycznego stopnia nieparzystego
na liczby ujemne przyjmujac, ze dla a < 0 pierwiastek jest okreslony wzorem:

Va=-v"a

Przechodzimy do okreslenia potegi wymiernej liczby rzeczywistej. Potege o
podstawie a > 0 i dodatnim wyktadniku wymiernym p/q, gdzie liczby natu-
ralne p, ¢ sa wzglednie pierwsze, okreslamy wzorem:
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Dla a > 0 oraz ujemnego wykltadnika wymiernego w przyjmujemy

Ponadto, dla a < 0 oraz wymiernego wykladnika p/q, gdzie liczby catkowite
P, q sa wzglednie pierwsze, a ¢ jest liczba nieparzysta, przyjmujemy

o' =(—v=a)".

Niech teraz a bedzie liczbg dodatnia, a wyktadnik b liczbg niewymierna. Po-
nadto, niech by, bo, bs, ... bedzie ciggiem liczb wymiernych, ktoérego granica
jest b. Potege a® okre§lamy jako granica ciagu

a’, a2, a%, .
Mozna pokazad, ze granica ta istnieje i nie zalezy od wyboru ciagu by, bo, b3 ...
Na przyktad 9v2 jest granicy ciggu, ktérego kolejnymi wyrazami sg

214 — 2.639015821 ...
2L4l — 2. 657371628 ..
ol4ld — 9 664749650 . . .
214142 — 9 665119088. ..

Tu 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, ... jest ciagiem kolejnych dzie-
sietnych przyblizen wymiernych v/2.

Wtasnosci poteg

Niech a, b, x, y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, przy czym a, b > 0.
Witedy:

1. a*-a¥ =a*", 2. % =a""Y, 3. a"-b" = (ab)”,
at _ (a)* By _ gy —z:(l)x
4. = <b> , 5. (a”)? =a", 6. a -

Przykfad 1.14. Zapisa¢ w prostszej postaci:

(a) V128; (b) \/8. V8- Vs 8;

(c) 4-410 4341 1412, (d) V8 + VI8 + V50 + V72.
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Rozwiazanie.
(a) Mamy

3 7.1 31 341 1
VI28=V2T=(27) =2 "=2" =2 * =2%.2" =8V2.
(b) Mamy kolejno

V8 =87,
s U8=s8 =gt _gt
1
/8- V8 = 48%:<8%)4:8%:8%:8%,
8 /8. U8 =g.80 —g0t _gi
1
/8- /8 %238%2(8%>3=8%%:8%
13 FENY 3
8-\/8- /8- Y8 =8.8" =™ —g"

Zatem ostatecznie

8- /8- V8 = :(23)£:2‘

/‘\
\_/
]
Il
co
(i
[N
Il
co
L&
.
wlp
ol

(c) Mamy
4_410+3_411+412 = 4. 410_|_3 410+1+410+2_4_410+3_4_410+42_410
440 11240 £ 16-4'9 = (4 +12+16) 410 = 32410

25 25
§+2+10 2 2

1
2:16-410 =47 .44 =4 =47 =(2%) " =2%.

(d) Mamy
VB+VIB+ VB0 + V72 = VA-2+ V9 2+ 252+ /362
= V4 V2+V9-V2+ V252 + V36V2
=2-vV2+3 V2+5/2+6V2
(24345+6)y2=16-y/2=24.27 =2"'*
Przyktad 1.15. Uprosci¢ wyrazenia:

.
o

N 3 2% .39
(a) 4% - 2% (b) 8@7 (C) 6z )
(d) v/272; (e) 237 .57%; () % gdzie z # 0.

Rozwiazanie. Korzystajac z wlasnosci poteg mamy:
(a) 4%-2v=(2%)".2v = 2% .9y = 227ty
37 3 3

_— = = — = z—4y.
) e Y
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90.3v  9v.3v  9v.g3v
= = = 2z_z . 3Y—=.
© & @y T 5

(d) N {(33)1}% :33-x.% e
@ s = @) 6 = (5) < (3)

(f) (x3)4 - 734 T pl2 ot

2 .
(20%) (322)7 _ (20) (%) a8

Przeksztatcenia algebraiczne

W tej czesci paragrafu podamy kilka uzytecznych wzoréw pozwalajacych na
upraszczanie skomplikowanych wyrazen algebraicznych. Wzory te bedziemy
wykorzystywali m.in. przy obliczaniu granic ciagéw i funkcji. Nastepnie omé-
wimy metody uwalniania ulamkéw od niewymiernosci w mianowniku. Na
konicu podamy wzory pozwalajace na ,wyciaganie” lub ,wprowadzanie” wy-
razen algebraicznych spod lub pod pierwiastki.

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna oraz niech a,b beda dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Wtedy

"—b"=(a—0b) (a"_1+a”_2b—|—...+b"_1).
W szczegdlnosci:
a> = b = (a—b)(a+D),
a® — b = (a =) (a® +ab+?),
a' = bt = (a =) (a® + b+ ab® + b*).
Ostatnie wyrazenie mozna roztozy¢ na czynniki inaczej:
2 2
at — bt = (aQ) - (b2) = (a2 - b2) (a2 + b2) =(a—0b)(a+Db) (a2 —|—b2) .

Teraz niech n > 3 bedzie liczba naturalng nieparzysta oraz niech a,b beda
dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Wtedy zachodzi wzor:

a+b" = (a+0) (a”_l - a"_2b+...+b”_l) .

W szczegdlnosci:

a®+ b = (a+0) (a —ab+b2)
a®+b° = (a+b) (a4—a3b+a2b2—ab3+b4),
a” +b" = (a+b) (a —a5b—|—a4b2—a3b3—|—a2b4—ab5+b6).
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Przyktad 1.16. Uprosci¢ wyrazenia:

% — 8 a® + 270° xt 4+ 222y 4 ¢4 22 —1
- b)) 5—0= (c ;o (d)
x2—4 ad + 243b° 26 + 46

(a)

Rozwigzanie. W obliczeniach wykorzystamy podane wcze$niej wzory.
(a) Dla x # 2 oraz x # —2 mamy
-8 2°-20 (2—2J(a?+20+2%) a2420+4

2 -4  22-22 (22T (x+2) oz 42
(b) Dla a # —3b mamy
a4+ 276°  a®+ (3)° M(aQ —a(3b) + (3b)2)
a7+ AU @GO (o807 (0t — a® (30) + a2 (35)° — a (30)° + (30)")
a? — 3ab + 9b?

~ a* = 3a3b + 9a2b? — 27ab3 + 81b*
(¢) Dla z, y nie réwnych jednocze$nie 0 mamy

2t 4+ 2x2y2 + y4 B (x2 + y2)2 B (;v2 + y2)¢
3:6 —+ y6 (x2)3 + (y2)3 M((x2)2 o x2y2 + (y2)2)
%+ y2

2h — 222ty
(d) Dla z > 0 oraz = # 1 mamy

x?—1 _(z-1)(z+1) ((\/5)2_1) (r+1)

1—vz 11—z 11—z
:M&;}}(“”:—(ﬁﬂ)(xﬂ).

Wzory podane na poczatku wykorzystujemy takze do uwalniania wyrazen al-
gebraicznych od niewymiernosci, tj. do zapisywania ich w postaci nie zawiera-
jacej pierwiastkow w mianowniku. Zilustrujemy to na kilku przyktadach.

Przyktad 1.17. Podane wyrazenia uwolnié¢ od niewymiernoéci w mianowniku:
6 . (b) 1 (c) M (d) L
5- V3 V34 V2’ V2+1
Rozwigzanie. Mamy:
6 _6 VF_6VF 6,0
11 11 5+v3 11(6+V3) 11(6+V3) 1

5—¢§:5—\/§'5+\/§_52_(\/§)2: 22 25(54_\/5);

(a)
(b)
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VE-V3 _ V3-\3 VB-v3_ (V) -23VE+ (v2)’
VBEVE T VBEVE VB-VE L (VB - (Vo)

3-2v6 42
3\_/_; =5—2V6;

(©)

5 5 (Y27 —92+1  5(VIi-¥2+1)

@ 21 \‘7§+1'(€/§)2—\3/§+1_ (\3/5)3+13

=§(\3/4_L—\3/§+1).

Przechodzimy do oméwienia wzoréw do upraszczania wyrazen pierwiastko-
wych. Niech z,y beda nieujemnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech n > 2
bedzie liczba naturalng. Wtedy

Varty =z {/y.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to powyzszy wzdér mozna stosowaé dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x,y. Jesli zas n jest liczba parzysta, a y liczba
nieujemna, to

—xpy dla z <0,
vim=g
xy/y dla x>0.
Przyktad 1.18. Uprosci¢ wyrazenia:
N )
(a) “’“T” (2 <0);  (b) \Jo2—2uy+y2+ /a2 +2uy+y? (0 < z < y);
x—1 Vady —/xy3

@Y @Ay @YY oy <o £y,

Rozwigzanie.
(a) Dla < 0 mamy

Vat+ax? w?(z>+1) oy

x 2

(b) Dla 0 € # < y mamy
Va? =2y +y? + /22 + 2zy + ¢

Ve =92+ (z+y)?

= —(z—-y)+ (v +y) =2y.

(c) Dla = # 1 mamy

S (x—=1)7 i/ (x —1)7 .\3/(x—1)7 5

(x —1)2 z—1)2 B (x—1)8

s (d) Dla z,y < 0 oraz = # y mamy

W—M:@(W—W) Vet _
x—y x

-y r—=y
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1.5. Wartos¢ bezwzgledna
Warto$é bezwzgledng liczby rzeczywistej okreslamy wzorem

] = x dla z > 0,
T —zdlaz<0.

Dla przykladu [2| =2, | —1|=1,10] =0.
Niech z, y beda liczbami rzeczywistymi, a n liczba naturalna. Wtedy:

1. | —z| = |z, 2. |20, |z|=0<= 2=0,
3. lw-yl=lz| -y, [|2"[=]z", 4. v T oiley #0,
5. |z +yl <zl +1yl, 6. Va2 =lz|.

Wartosé bezwzgledna ma nastepujaca interpretacje geometryczna na osi licz-
bowej: |z| jest odlegloécia punktu = od punktu O (rys.).

|yl |z

[ I ] .
Y (@] z R

Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista, a b dowolna liczba dodatnia. Z
interpretacji geometrycznej wartoéci bezwzglednej wynikajg nastepujace réow-
nowaznosci:
|t —al<b<=a—-b<zr<a+b, |r—a|l>2b<=x<a—blubxz>a+b.
lz—al
a—b a ‘ a+b a—b a a+b ¢
R R
: Lo |

b b |z—al

Przyktad 1.19. Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartoéci bezwzgled-
nej rozwigzaé nieréwnoéci:
(a) |lt—3|<2; (b)le+2/>1; (c)|2e—5|<4; (d)|x—1]>|z+3|
Rozwigzanie. Mamy:
|z—3]

(a)—% 3 1 %—»R |z —3| <2< 1<z <5;

(b) }3 }1 \ R lt+2/>1 <= 2<-3lubz> —1.
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(c) Poniewaz |2z — 5| < 4 < 2

5
x—§’<4<:>

5<2 iec
r——| <2, wil
5 €

23]
1 5" “ 9
2 2 2 1 9
R 2r - b| <4 <= —<z< =
w ] . 3<7%3
2 2
lz—1]
|z—(3)]
(d) — 1 : R e —1]>|z+3] <<= z<-1

1.6. Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna jest jedna z metod dowodzenia twierdzen o liczbach
naturalnych. Stosujemy ja m.in. do uzasadniania podzielnosci liczb, dowodze-
nia tozsamosci, pokazywania nieréwnosci. Nizej sformulujemy zasade indukcji
matematycznej oraz podamy przyktady jego zastosowan.

Indukcja matematyczna

Niech T'(n) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej naturalnej n oraz niech ngy be-
dzie ustalong liczba naturalng. Woéwczas, jezeli

1. zdanie T (ng) jest prawdziwe,
2. dla kazdej liczby naturalnej n > ng prawdziwa jest implikacja

T(n) = T(n+1),

to funkcja zdaniowa T'(n) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > ng.

Uwaga. Z faktu, ze funkcja zdaniowa T'(n) jest prawdziwa dla wielu poczatko-
wych liczb naturalnych nie wynika, ze jest ona prawdziwa dla wszystkich liczb
naturalnych. Np. nieréwnosé n? < 100n + 1 zachodzi dla n = 1, 2, 3,... 100,
ale nie jest prawdziwa dla pozostatych liczb naturalnych.

Przyktad 1.20. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg réwno-

$ci:
*(n+1) (n+1)(n+2)...(n+n)

B4 4pt="000 0 = o,
(8) P+ 27+... 4 7R W S ’
(©) 1 n 1 n + 1 n
c) —+-—+... = .

1-2 23 nn+1) n+1

Rozwiazanie.
. P . . 3 12(1+1)2 ‘- .
(a) Dla n = 1 réwnos¢ jest spelniona, gdyz mamy 1° = ———. Zalézmy, ze

4
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réwnosé zachodzi dla liczby naturalnej n, tzn.

n?(n +1)2
—

Pokazemy, ze zachodzi ona takze dla n 4+ 1. Mamy

1B4+22+.. . +nd=

n?(n+1)>2

P24 tnd s+ 1P [5] = —F—— +(+1)°
C (n+1)?2 02 4+4n+1)]  (n+1)%(n+2)?
n 4 N 4 '

Zatem rowno$c¢ jest prawdziwa dla n 4+ 1. Z zasady indukcji matematycznej wynika,
ze réwnosé zachodzi dla kazdego naturalnego n.

2
(b) Dla n = 1 r6wnoéé jest spelniona, gdyz 1= 2!, Zalézmy, ze réwnosé zachodzi dla
liczby naturalnej n, tzn.

(n+1)(n+2)...(n+n)
1-3-...-(2n—1)

=2".

Pokazemy, ze zachodzi ona takze dla n + 1, tzn.

m+2)(n+3)...2n)2n+1)(2n +2) _ gntl
1-3:5-...-2n—1)(2n+1) ’

Mamy

(n+2)(n+3)...2n)2n+1)2n+2)
1-3-...-(2n—1)(2n+1) N
_n+1 (n+2)(n+3)...2n) (2n+1)(2n+2)

n+1 1-3-...-(2n—-1) (2n+1)
B (n+1)(n+2)(n+3)...(2n) _ 2n+1)2n+2) . _on .o gntl
B 1-3-...-(2n-1) (n+1)2n+1) [ind-]_ = :

Zatem réowno$é jest prawdziwa dla n 4 1. Z zasady indukcji matematycznej wynika,
ze zachodzi ona dla dowolnej liczby naturalnej n.

(c) Sprawdzamy, czy réwnosé zachodzi dla n = 1. Mamy T2 = 1+1 czyli jest
prawdziwa. Zalézmy teraz, ze réwnos¢ jest prawdziwa dla liczby naturalnej n, tzn.
1 n 1 P 1 o
1-2 2.3 77 T an+l) n+l
Pokazemy, ze jest ona prawdziwa takze dla n 4+ 1. Mamy
1 + 1 + + ]' + ]' zal.]
1-2 23 77 nn+1) (n+1)(n+2)[i“dl_
n 1 n(n+2)+1 (n+1)2 n+1

nrl A Dm+2) i+ )12 meDm+2) n+2
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Zatem réowno$é jest prawdziwa dla n 4 1. Z zasady indukcji matematycznej wynika,
ze zachodzi ona dla dowolnej liczby naturalnej n.

Przykfad 1.21. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba:
(a) 8" + 6 jest podzielna przez 7; (b) n° — n jest podzielna przez 5.

Rozwigzanie.
(a) Sprawdzamy, czy hipoteza o podzielnosci jest prawdziwa dla n = 1. Mamy 846 =
14 = 2 -7, zatem hipoteza jest prawdziwa. Zalézmy teraz, ze hipoteza jest prawdziwa
dla liczby naturalnej n. Wtedy istnieje liczba catkowita p taka, ze 8" + 6 = Tp.
Pokazemy, ze jest ona prawdziwa takze dla n + 1. Mamy

8" 46 =(T4+1)8"+6=8"+6+7-8"[=] =7p+7-8"=7(p+8"),

czyli liczba 8”1 + 6 takze jest podzielna przez 7. Z twierdzenia o indukcji matema-
tycznej wynika, ze dla kazdego naturalnego n liczba 8™ 4 6 jest podzielna przez 7.

(b) Sprawdzamy, czy hipoteza o podzielnoéci przez 5 jest prawdziwa dla n = 1. Mamy
15 —1 = 0, zatem hipoteza jest prawdziwa. Zalézmy teraz, ze hipoteza jest prawdziwa
dla liczby naturalnej n. Wtedy istnieje liczba catkowita p taka, ze n® —n = 5p. Poka-
zemy, ze jest ona prawdziwa takze dla n 4+ 1. Mamy

(n+1)°%—m+1) =n°+5nt+10n3 +10n* +5n+1—-n—1
= (n5 — n) +5 (n4 +2n3 4+ 2n% 4+ n) [fjﬂ
= 5p+5(n4+2n3+2n2+n) :5(p+n4+2n3+2n2+n).
Poniewaz liczba n? + 2n3 + 2n% 4 n jest catkowita, wiec liczba (n 4 1)° — (n + 1) jest
podzielna przez 5. Zatem hipoteza jest prawdziwa dla n 4 1. Z twierdzenia o indukcji

matematycznej wynika, ze liczba n® — n jest podzielna przez 5 dla dowolnej liczby
naturalnej n.

Przyktad 1.22.

(a) Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
LR A
120920 7T g2 o n’
(b) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej z > —1 oraz dla dowolnej
liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnoéé Bernoulliego®
(1+2z)">1+nax.

(c) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 6 zachodzi nier6wnosé
n n
nl<|=] .
( 2 )

1 1
(a) Sprawdzimy, czy dla n = 1 nieréwno$¢ jest prawdziwa. Mamy B < 2 - 1

Rozwiazanie.

)

$Jacob Bernoulli (1652-1705), matematyk i fizyk szwajcarski.



1.6. Indukcja matematyczna 31

zatem nieréwnosé jest prawdziwa. Zaldézmy teraz, ze nieréwnoécé ta zachodzi dla liczby
naturalnej n, tzn.

1 n 1 P 1 <9 1
127922777 T 2 o n’
Pokazemy, ze zachodzi ona takze dla liczby n + 1. Z zalozenia indukcyjnego mamy
! + ! +...+ ! + ! zal.
127227 T2 T (n41)? [fa] <
2 _ 2
<2_1+#:2_(n+1) n_,_n +n+1
n (n+1)2 n(n+1)2 n(n+1)2

n®+n 1 1 1 1
- + - - <2 ——.
nn+1)2  nn+1)2 n+1 n(n+1)>2 n+1

Zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa takze dla n + 1. Z twierdzenia o indukcji matema-
tycznej wynika, ze nieréwnosé jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n.

(b) Niech z bedzie dowolna liczba rzeczywista z przedzialu [—1, 00) . Sprawdzimy, czy
dla n = 1 nieréwnos¢ Bernoulliego jest prawdziwa. Mamy

(l4+z) =1+z>1+ 1z,

zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa. Zalézmy teraz, ze nierownos¢ ta zachodzi dla liczby
naturalnej n. Pokazemy, ze zachodzi ona takze dla liczby n + 1. Z zalozenia mamy

(1+2)" > 1+ na.
Po pomnozeniu obu stron nieréwnoéci przez 1 + x > 0 otrzymamy
142" >0 +n2)1+2) =1+ 0+ 1z +ns®>>1+ (n+ 1)z,

gdyz nz? > 0. Zatem nieréwnoéé Bernoulliego jest prawdziwa takze dla n + 1. Z
twierdzenia o indukcji matematycznej wynika zatem, ze nieréwnosé¢ Bernoulliego jest
prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnej liczby rzeczywistej © > —1.

Uwaga. Rownosé w nieréwnoéci Bernoulliego zachodzi tylko dlan =11 x > —1 oraz
dlan>2ix=0.
6

(c) Dla n = 6 mamy 6! = 720 oraz 5) = 729, zatem nieréwnosé jest prawdziwa.

Zalézmy teraz, ze nieréwnosé¢ zachodzi dla liczby naturalnej n > 6, tzn.

n! < (g)n

Pokazemy, ze nierownos¢ ma miejsce takze dla n + 1. Z zalozenia mamy

(n+1)! = nl(n +1)[2t] < (g)" (n+1).

Aby zakonczyé¢ dowdd wystarczy uzasadnié pomocnicza nieréwnosé

(5 oene (55
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ktora z kolei jest réwnowazna nieréwnosci

1 n
(”Z ) > 2.
Nieréwnosé ta jest szczegélnym przypadkiem nieréwnosci Bernoulliego (1 + z)" >

1+ nz, w ktdérej przyjeto © = 1/n. Zatem mamy

n+1>’n+l

(n+1)!< (

czyli rozwazana nier6wnos$é zachodzi takze dla n+1. Z zasady indukcji matematycznej
wynika, ze nier6wnos¢ jest prawdziwa dla kazdego n > 6.

1.7. Dwumian Newtona

Symbol sumy
Niech liczby catkowite k,l beda nieujemne oraz niech spelniaja nieréwnosé
!

k < l.Sume ap +ags1+ . ..+ a; zapisujemy krotko w postaci Z an i czytamy:
n=k
suma a,, gdzie n zmienia si¢ od k do [. Zmienng n nazywamy indeksem sumy,

a liczby k,[ zakresami sumowania.

Wtasnosci symbolu sumy:

l l l

l !
Z(can):cZan; Z(an+bn):Zan+an.
n=k n=k n=k

Silnia
Silnig liczby naturalnej n > 2 nazywamy iloczyn n kolejnych liczb naturalnych
od 1 do n i oznaczmy go symbolem n!. Mamy zatem

nl=1-2-...-n.

Dodatkowo przyjmujemy, ze 1! = 1 oraz 0! = 1.

Uwaga. Silnia ma nastepujaca interpretacje kombinatoryczna. Liczba wszyst-
kich ustawien (permutacji) liczb 1,2, ..., n w ciag n-elementowy jest réwna n!.
Dla duzych liczb naturalnych n prawdziwy jest nastepujacy wzor przyblizony
Stirlingal

n n
n! ~V2mn (—) . gdzie e~ 2.72l.
e

TJames Stirling (1692-1770), matematyk szkocki.

1 n
IStala e jest granica ciggu o wyrazach e, = (1 + —> , gdy n — oo.
n
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Przyktad 1.23. Uprosci¢ wyrazenia:

. (n+5)! [(n+ 1)1 (2n)!
(a) (n+ 1) —nk (b) (1 3) (c) W7 (d) PICES
Rozwigzanie. Mamy:
(@ M+ —=nl=nl-(n+1)—nl=nl-(n+1-1)=n-nl
(n+5)!_Lu;¢/37T(n+4)(n+5) .
(DI _ [l D o (n 1 1)
T T g U
(@ (2n)! (@2n) (2n)7 B 1

2+ @2n+2)! 2o - 2n+1)-(2n+2) (2n+1)-(2n+2)

Symbol Newtona

Niech liczby calkowite n i k beda nieujemne oraz niech spelniaja warunek
k < n. Symbolem Newtona™ nazywamy liczbe okreslong wzorem

n n!
(k) Tk (n—k)

Mozna pokazaé, ze symbol Newtona jest liczbg naturalna. Z okreSlenia tego

symbolu wynika, ze
n 1 n
= =n.
0 ’ 1

Ponadto, zachodza nastepujace wzory:

1 P A (R P

Uwaga. Symbol Newtona ma nastepujaca interpretacje kombinatoryczna. Liczba
wszystkich k-elementowych podzbioréw (kombinacji) zbioru n-elementowego,
gdzie 0 < k < n, jest réwna (})).

Przyktad 1.24. Obliczy¢:

(@ @ () (193); © (19080).

Rozwigzanie. Mamy:
(a)(7>: 7! 7 A5.6-7T 5.6-7
3 31(7—3)! BRI 34 1-2-3
**Isaac Newton (1642-1727), matematyk, fizyk i astronom angielski.

= 35;
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(b) 3y 13t 13 _9(-10-11-12-13_10-11-12-13_715.
9/ 9 (13-9) 94 97 4! S 1-2-3-.4 7
1 100! 100! r.99-1 1

© 00\ _ 00 _ 1ot _ 98-99-100 _ 99-100 _ .
98 98! (100 — 98)! ~ 98! 2! 98T 2! 1-2

Dwumian Newtona

Niech a,b beda liczbami rzeczywistymi, a n nieujemna liczba catkowita. Wy-
znaczymy rozwinigta postaé¢ wyrazenia (a + b)" dla kilku poczatkowych war-
tosci n. Mamy

(a+0)° =1,
(a+b)'=a+b,
(a+b)% = a? 4 2ab + b?,
(a+0)* = a® + 3a%b + 3ab® + b3,
(a + b)* = a* + 4a®b + 6a2b® + 4ab® + b*.

Zapiszmy wspotczynniki przy wyrazeniach a*b! w formie ,tréjkata”. Wowczas
otrzymamy fragment konfiguracji liczb naturalnych zwanej trdjkgtem Pascalat

1

1 1
V%

2 1
NSNS
N SN SN S
4 6 4

Zauwazmy, ze w tym trojkacie lewy i prawy bok sklada sie z ,jedynek”. Po-
nadto, suma dwoch sasiednich liczb jest rowna wyrazowi stojacemu na $rodku
pod nimi (taka sama wlasno$é ma symbol Newtona). Obserwacje te pozwalaja
na wysuniecie hipotezy o ogdlnej postaci rozwiniecia:

n __ n n n n—171 n n—232 n 1pn—1 nYin
(a+0b) —<0>a +<1>a b+<2>a b—l—...+<n_1>ab —|—<n>b.

Dowdéd hipotezy mozna przeprowadzi¢ za pomocg indukcji matematycznej. Po-
wyzsza réwnosé nazywamy wzorem dwumianowym Newtona. Uzywajac sym-
bolu sumy wzér dwumianowy mozemy zapisaé krocej:

(a+b)" = i <Z> a™ kb

k=0

"Blaise Pascal (1623-1662), matematyk, fizyk i filozof francuski.
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Podajemy najczesciej stosowane rozwiniecia dwumianowe Newtona:
(a+0)* = a® + 2ab + b7,
(a—b)% = a® — 2ab+ b2,
(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab® + b°,
(a—b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b°.

Przykfad 1.25. Zastosowaé¢ wzér dwumianowy Newtona do wyrazen:

4
(@) @-v)% () (@+2% ( (a:2+1); (@) (u+ o).

T
Rozwiazanie.

(a) Podstawiajac we wzorze Newtona a = x, b = —y dla n = 5, otrzymamy
> (5 ° 5
5 _ 5 _ 5—k k_ k 5—k, k
(z—y)” = [z + (=) = 1;:0 (k)x (—y)" = kEZO(—l) (k)x y

5 5 5 5 5 5
= 25 — 52ty + 1023y? — 102%y> + bay? — o/5.
(b) We wzorze Newtona podstawiamy a = « 1 b = 2. Wtedy dla n = 8 mamy
8
8 8 8 8 8
8 8—kok _ 860 791 662 563
(a+2) kZ_O(k)a 2 —<0)a2 +<1>a2 +(2)a2 +<3)a2
8 8 8 8 8
+ (4) ad2* + <5> a’2% + (6) a?28 + (7) 2" + <8> al28

= o® +16a7 + 112a° + 448a° + 1120a* + 17920 + 179202 + 1024 + 256.

1
(c) W tym przykladzie przyjmujemy a = 22, b = — oraz n = 4. Wtedy
x

(o) -0 () - - x ()
() () ()= (= ()

4 1
:x8+4x5+6x2+—+—4.
X X

(d) W kolejnym przykladzie podstawiamy a = u, b = \/v oraz n = 6. Mamy

6

(ut Vo)’ = 3w (Vo) = (g)u (Vo) + @u (Vo) + @u (vVo)?

k=0

+<§> (Vo) + <i)u2 (Vo) + <§)u1 (Vo) + (g)uo (Vo) =
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= uS + 6u’ v + 15uv + 20uvv/v + 15u%0? + 6uv?/v + v°.
Przyktad 1.26. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona obliczy¢ sumy:
n n
n n k
@3 (i) o3 (h)
k=0 k=0

Rozwiazanie.
(a) Zastosujemy wzér dwumianowy do wyrazenia (1 + 1)" . Wtedy otrzymamy

n

"= (1+1)" = i <Z>1”klk = (Z)

k=0 k=0
(b) Stosujac wzér dwumianowy do wyrazenia (1 + 2)" otrzymamy
n n n n
3N=(1+2)" = 1n—kok — ( )2’“.
=g (=X

Przyktad 1.27. W rozwinieciu dwumianowym wyrazenia:

1 15
(a) (a3 + ;) znalez¢ wspotezynnik stojacy przy a’;

3 7
(b) < Vb — E) znalez¢ wspolezynnik stojacy przy /z.

Rozwiazanie.
(a) Skladniki w rozwinieciu dwumianowym wyrazenia (a® + (1/a”)) 1 maja postaé:

k
15 sy15—k (1 15\ 45_3k —ok 15Y 455k .
<k)(a) (ﬁ) :<k)a a =) , gdzie 0 < k < 15.

Zatem, aby otrzymaé a® musi by¢ spelnione réwnanie 45 — 5k = 5. Stad otrzymamy

k = 8. Wspétezynnik przy a® jest réwny (185) = 6435.

7
(b) Skladniki w rozwinigciu dwumianowym wyrazenia (\/4 z® — (3/ x3)) maja postac:

(e (2 Qo

Zatem, aby otrzymaé¢ +/x musi by¢ spelnione réwnanie (35 — 17k)/4 = 1/4. Stad
otrzymamy k = 2. Wspolczynnik przy /z jest réwny (;) (—3)2 = 1809.

1.8. Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Podstawowe okreslenia

Ciggiem nazywamy dowolna funkcje okreélong na zbiorze liczb naturalnych.
Wartosé tej funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciggu
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i oznaczmy np. przez a,. Ciag oznaczamy wowczas symbolem (a,). Ponizej
kilka przyktadow ciagdw:

an =n’+1, bn:L, zn, =3",  y, = /1000, zn:sinﬂ.
n+4 3

Rozwaza sie takze ciagi okreslone na zbiorach postaci {k,k+ 1,k +2,...} C
N, np.

an = n>6), by=vn—-3n=>3), c,=n-T) (n>7).

n—2>
Moéwimy, ze ciag (a,) jest rosngcy (malejacy), jezeli dla kazdej liczby natural-

nej n spelniona jest nieréwnosé

Ap+1 > Qp (an—l—l < an) .
Np. ciagi a, = n+ 1, b, = 2" sa rosnace, a ciagi ¢, = 1/n, d, = —n? -
malejace. Podobnie, okresla sie ciag niemalejgcy (>) oraz nierosnacy (<).

Przyktad 1.28. Uzasadnié, ze ciag:

(a) a, = - j_ 1 jest rosnacy; (b) b, = 2" — 3" jest malejacy.

Rozwigzanie.
(a) Uzasadnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nier6wnosé a,+1 —
an > 0. Mamy
_n+1 no_ 1
Thwi2 ndl miDmt2)
Zatem ciag (a,) jest rosnacy.

0.

Ap+4+1 — An

(b) Pokazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé b, 41 — b, < 0.
Mamy

bnt1 — bn (2”"'2 _ 3n+1) o (2n+1 _ 3n)

=427 3.3 —2.9" 43" =2.(2" —3") < 0.
Zatem ciag (b,) jest malejacy.

Ciag arytmetyczny
Ciag (ay) nazywamy arytmetycznym, jezeli istnieje liczba rzeczywista r taka,
ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi warunek

Apt+1 = Qp + 7.

Liczbe r nazywamy rdéznicg ciggu arytmetycznego. Jesli dany jest wyraz ap
ciagu arytmetycznego oraz roznica r, to n-ty wyraz ciagu wyraza sie wzorem

an =ay + (n—1)r.
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Zauwazmy, ze gdy r > 0, to ciag arytmetyczny jest rosnacy, a gdy r < 0 —
malejacy. Sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, tj.

Sn=a1+as+ ...+ ay,

mozna obliczyé¢ ze wzoru
ay + an

Sp = 5

Przyktad 1.29.

(a) W ciagu arytmetycznym dane sa as = 12 oraz ag = —8. Wyznaczy¢ pierw-
Szy wyraz oraz roznice tego ciagu.

(b) W ciagu arytmetycznym suma poczatkowych pieciu wyrazéw o numerach
nieparzystych jest rowna 10, a suma dwunastu poczatkowych wyrazéw o nume-
rach parzystych wynosi 120. Obliczy¢ sume dziesieciu poczatkowych wyrazdéw
ciggu.

(c) Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny a; = 999, a réznica wy-
nosi 7 = —13. Obliczy¢ sume wszystkich dodatnich wyrazow tego ciagu.

(d) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Wyzna-
czy¢ dtugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dtugosé 25.

Rozwiazanie.
(a) Niech a; bedzie pierwszym wyrazem, a r réznica tego ciagu. Korzystamy ze wzoru
na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego a, = a1 + (n — 1) r. Wtedy a5 = a1 + 4r = 12

oraz ag = a1 + 8r = —8. Rozwiazujac uklad rownan
ay +4r =12,
ay + 8r = —8,
otrzymamy a; = 32 oraz r = —5.

(b) Niech (a,) bedzie szukanym ciagiem arytmetycznym i niech r oznacza jego roz-
nice. Z tresci zadania wynikaja nastepujace zaleznodci:
a1 +as+ ...+ ag = 10,
{a2+a4—|—...—|—ag4=120.
Zauwazmy, ze zardwno wyrazy ciagu arytmetycznego o indeksach nieparzystych, jak
i parzystych, nadal tworza ciag arytmetyczny (réznica tych ciagbéw jest rowna 2r).
Dalej wykorzystamy wzér na sume poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego.
Mamy zatem
a) + ag
2
az + gy

-5 =10,

<12 =120.

Teraz zastosujemy wzér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego a, = a1 + (n —1)r.
Stad mamy
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CL1+CL21—|—8’I“.5:10,

a1 +7r+a; +23r
2

-12 =120

i nastepnie

ay +4r = 2,

a1 + 12r = 10.
Rozwiazaniem tego ukladu réwnan sa liczby a3 = —2,r = 1. Teraz mozemy obliczy¢
sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu. Mamy

a1 +a —24+(-2+49-1
510:%.10: +(2+ ).10:25,

(¢) Najpierw znajdziemy dodatnie wyrazy ciagu, a nastepnie wyznaczymy ich sume.
Zbadamy zatem, dla jakich n zachodzi nieréwnoé¢ a,, > 0. Korzystajac ze wzoru na

n-ty wyraz ciagu arytmetycznego otrzymamy
ap >0<=999+ (n—1)-(-13)>0<=n< % ~ 77.846,

czyli 1 < n < 77. Przechodzimy do obliczenia sumy dodatnich wyrazéw ciagu. Korzy-
stajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu arytmetycznego otrzymamy
ai +arr - 999 + (999 + 76 - (—13))

2 2
(d) Niech a,b, gdzie 0 < a < b, oznaczaja dlugosci przyprostokatnych, a ¢ dlugosé
przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego. Wtedy z twierdzenia Pitagorasa wynika
zaleznosé a? + b% = ¢2. Kolejna zaleznoéé wynika z faktu, ze skoro liczby a, b, ¢ tworza
ciag arytmetyczny, to réznice miedzy kolejnymi wyrazami sa takie same b—a = ¢ —b.
Po podstawieniu ¢ = 25 otrzymamy uklad réwnan

S = - 77 = 38 885.

a® + b? = 625,
2b — a = 25.
Uklad ten ma dwa rozwiazania a = 15, b = 20 oraz a = —25, b = 0. Drugie rozwiaza-

nie odrzucamy, bo dlugosci bokéw trojkata sg liczbami dodatnimi. Przyprostokatne
tréjkata maja dlugosé 151 20.

Ciag geometryczny
Ciag (ay) nazywamy geometrycznym, jezeli istnieje liczba rzeczywista ¢ taka,

ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi warunek

Un4+1 = Qn g
Liczbe q nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego. Jesli dany jest wyraz ag
ciagu geometrycznego oraz iloraz ¢, to n-ty wyraz ciagu wyraza sie wzorem

n—1
an = a1q .

Zauwazmy, ze gdy q¢ > 1, to ciag geometryczny o dodatnim wyrazie a; jest
rosnacy, a gdy 0 < ¢ < 1 —malejacy. Odwrotnie jest, gdy wyraz a; jest ujemny.
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Gdy ¢ # 1, to sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, tj.
Sp=a1+as+ ...+ an,

mozna obliczyé¢ ze wzoru

Gdy g = 1, to oczywiscie S,, = nay.
Rozwazmy teraz sume nieskonczenie wielu wyrazow ciagu geometrycznego
Seoc = a1 +ag+as+...

Sume te rozumiemy jako granice ciagu (Sy,), gdy n — o0, i nazywamy suma
nieskoniczonego ciagu geometrycznego. Mozna pokazaé, ze suma ta jest skon-
czona wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek |¢| < 1. Przy tym zalozeniu
mamy

aq

Soo = .

Przyktad 1.30.

(a) W ciagu geometrycznym mamy by = 96, by = —2. Wyznaczy¢ byg.

(b) W ciagu geometrycznym pierwszym wyrazem jest a; = 3, a ilorazem ¢ = 2.
Ile wyrazéw tego ciggu spelnia nieréwnosé 48 < a, < 30727

(c) Zbadaé, dla jakich wartodci parametru z istnieje suma nieskonczonego

ciaggu geometrycznego 1+ (332 — 23:) + (332 — 23:)2 + (332 — 23:)3 + ...

(d) Suma wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego jest réwna —2, a suma
kwadratéw tych wyrazéw wynosi 3. Znalezé sume wartosci bezwzglednych wy-
razéw tego ciggu.

Rozwigzanie.

(a) Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciagu geometrycznego b, = b1¢" "', otrzy-
mamy by = b1g> = 96, by = b1¢® = —3. Rozwigzaniem ukladu réwnan

big® = 96,

b1q8 = -3
sq liczby by = —768, ¢ = —1/2. Zatem by = byq'® = —768 - (—=1/2)" = 3/2048.
(b) Niech (a,) bedzie rozwazanym ciagiem geometrycznym i niech ¢ oznacza jego
iloraz. Korzystajac ze wzoru ma n-ty wyraz ciggu geometrycznego warunki zadania
mozemy zapisa¢ w postaci

48 < 3-2"71 < 3072

Stad
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2t <2nt 2™
Zatem 5 < n < 11. Warunek podany z zadaniu spelnia 7 wyrazéw ciagu.
(c) Warunkiem istnienia skonczonej sumy nieskoficzonego ciagu geometrycznego o ilo-
razie ¢ jest |g| < 1. Dla ciagu rozwazanego w przykladzie nier6wnosé ta przyjmuje
postaé
|x2 — 2x‘ < 1.
Nieréwnosé ta jest rownowazna koniunkeji nieréwnoéci
—1<a2? -2z oraz a®—-2zx<1.
Czescia wspdlna rozwigzan tych nieréwnosci jest suma (—\/5 + 1, 1) U (1, V2 + 1) .
(d) Zauwazmy najpierw, ze skoro (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to ciag
o wyrazach b, = (an)2 takze jest ciggiem geometrycznym (o ilorazie ¢?). Korzystajac
ze wzoru na sume nieskonczonego ciaggu geometrycznego, warunki podane w zadaniu
mozemy zapisa¢ w postaci uktadu rownan

Mo —2, gdzie |q| < 1,
1—gq
2

0 5, g i <1

7 pierwszego rownania wyznaczamy a; i wstawiamy do drugiego. Wowczas otrzy-
mamy

4(1-g)° _ 3

1—¢2 7
Rozwiazaniem tego réwnania, ktére spelnia warunek |¢| < 1, jest ¢ = 1/7. Stad
ay = —12/7. Przechodzimy do wyznaczenia sumy wartosci bezwzglednych wyrazéw

tego szeregu. Latwo zauwazy¢, ze ciag o wyrazach ¢, = |a,| jest ciagiem geometrycz-
nym (o ilorazie |q|). Zatem, stosujac ponownie wzér na sume nieskonczonego szeregu
geometrycznego, otrzymamy

‘ 12

Zadania i odpowiedzi

Zadania

1.1. Czy podane sformulowania sa zdaniami w logice? Jedli sa, to podaé ich
warto$¢ logiczna:

(a) ,,Gniezno bylo stolica Polski”; (b) ,Liczba 10'°% + 1 jest podzielna przez 3”;
(c) ,a? +b? =c*7; (d) ,Piotr nie jest moim bratem”;

(e) ,W 2014 r. zadania maturalne z matematyki byly trudne”;

(f) ,Czy jadles dzisiaj obiad?”; (g) ,A =0b*— 4dac”.
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1.2. Oceni¢ prawdziwos¢ zdan:

(a) ,nieprawda, ze funkcja f(x) = 2?2 jest rosngca na R”;

(b) ,(=1)* = —1 lub 2020 jest liczba parzysta”;

(¢) ,funkcja g(x) = sinx jest okresowa, a funkcja f(x) = 3% nieparzysta’;

(d) ,jezeli Piotr jest synem Tadeusza, to Tadeusz jest ojcem Piotra”;

(e) ,liczba 123456789 jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma
1+243444+5+6+7+849 jest podzielna przez 97 .

1.3. Zdanie ,jestem studentem” oznaczmy litera p, zdanie ,lubie matema-
tyke” litera g, z kolei zdanie ,,mam siostre” litera r. Uzywajac podanych ozna-
czen i spdjnikéw logicznych zapisaé zdania:

(a) ,,Jestem studentem i mam siostre”;

(b) ,Jezeli jestem studentem lub mam siostre, to nie lubie matematyki”;

(c¢) ,To, ze mam siostre wynika z tego, ze lubie matematyke”;

(d) ,Lubie matematyke, a wiec jestem studentem lub mam siostre”;

)

)
(e) ,Jezeli mam siostre, to lubie matematyke”;
(f) ,Fakt, ze jestem studentem jest réwnowazny temu, ze lubie matematyke.
4.

1.4. Zbadaé, czy podane formuly rachunku zdan sg prawami logicznymi:

(@) ~(pVa) = [(~p)A(~q]; (b)) p=[(gh ~q) =7];

(©) (p=q) <= [(~p)Vd; @) [pA(~ @] VI(~p)Adgl.
1.5. Zbiory okreslone za pomoca funkcji zdaniowej zapisa¢ w prostszej postaci:
(a) {x e R: |z — 3| <4}; (b) {n € N : n jest liczba parzysta};
(c)Sk€e€Z: 1 > 1} (d) {1 : p jest liczba pierwszzg};

k2~ 4 P

(e) {x ER: 23— 22 —2x = O} (f) {d € Z : d jest dzielnikiem liczby 15}.
1.6. Podane stwierdzenia zapisaé¢ za pomocs kwantyfikatoréw i funkcji zda-
niowych:

) kazda liczba rzeczywista jest dodatnia,;
b) réwnanie /= = 1 ma rozwiazanie rzeczywiste;
¢) zbiér liczb naturalnych nie jest ograniczony z géry;
d) zbiér A C R ma element najwiekszy;
e) w zbiorze B C R nie ma elementu najmniejszego;
f)

g
h

(a
(
(
(
(
(f) kazda liczba rzeczywista jest parzysta;
(g) réwnanie 22 + 2 + 1 = 0 nie ma rozwiazania rzeczywistego;
(h)

réwnanie z° + = 3 ma tylko jedno rozwiazanie rzeczywiste.
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1.7. Zbadaé, czy podane funkcje zdaniowe z kwantyfikatorami sg prawdziwe:

(a) \/sinx:%; (b) /\x2+4m+3>0; (c) /\ \/ 2 —y? =0,

zeR zeR zeR yeR
@DV A zy=0 (@ A A "=k OV V "+y=2"
yeR zeR z€R neN neN z,y,zeR

1.8. Uprosci¢ wyrazenia:

at -1 3-8 4ot — 81 Va2 — Yz
. b . - . d ——.
(a) l1—a’ ()m3—6m2+12x—8’ (© V2r -3’ @ z—1
1.9. Podane wyrazenia uwolni¢ od niewymiernosci w mianowniku:
5 4 V3—v2 5

@) 5= (b)) == () ;== (d) 7 :

V9 V5 +2 2V2 -7 vV2-1
1.10. Uprosci¢ wyrazenia:

V1—zt v (x—1)8 —xd
(a) ] (-1<z<1); (b) =22 (x#1); () 3 (z <0).

1.11. Podane wyrazenia zapisaé¢ bez symbolu wartoéci bezwzglednej:

(a) [z =3[; (b) |8 —2zl; (c) [lz[+2; (d) [ = |zl;
1
(e) 20+ |2 — 2| — |z + 1|, jezeli < —1;  (f) QJ(LB) , jezeli —1 < z < 0.
x_

1.12. Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej roz-
wiazaé nieréwnoéci:
(a) e =5]>2; (b)|z+1<3; (c¢)|2—3z]<1.

1.13. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg réwnosci:
(@) 1-1142-214...+n-nl=(n+1)-1;
(b) 14+34...+(2n—1) =n?;
n(n+1)2n+1)
6 ;
(A) 1424224 .. 420t =2"_1.

()12 422 +.. . +n?=

1.14. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba:
(a) n3 — n jest podzielna przez 6; (b) 13™ + 11 jest podzielna przez 12;
(c) 5" — 1 jest podzielna przez 4; (d) 9" + 3 jest podzielna przez 4.
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1.15. (a) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nier6wnosé
%+%+...+%>\/ﬁ.
(b) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 5 zachodzi nier6wnosé
2" > n?.
(c) Pokazaé, ze dla dowolnych liczb nieujemnych z,y oraz dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2 7 2 '

1.16. Uzasadnié, ze ciag:

1
(a) an = 2n — n? jest malejacy;  (b) b, = n 4+ — jest rosnacy.
n

1.17. Podane sumy zapisa¢ bez symbolu Z:
5

5
(a) S — b)) SV (0 S en—1)7
n=2

;
n=1"m" +2 n=2

1.18. Zastosowaé¢ wzér dwumianowy Newtona do wyrazen:
1 5
@ ety O -1 @ (arg) s @ WS

1.19. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona obliczyé sumy:

. " (n Ly b i <2n+1>.
();(}(1{:)( ) ()kzzo i

1.20. W rozwinieciu dwumianowym wyrazenia:

12
(a) (m5 — —3) znalezé wspolezynnik przy z2;
T

18
(b) (3 Va3 + \/5) znalezé wspoétezynnik przy a'?.

1
1.21. (a) W ciagu arytmetycznym pierwszym wyrazem jest a; = 57 réznica

3
r= 3 Ktérym wyrazem ciagu jest 237
(b) Obliczy¢ sume 2 + 5+ 8 + ... 4+ 1001, w ktérej skladniki sa kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego.

(c) Katy w trojkacie tworza ciag arytmetyczny, przy czym najmniejszy kat
jest cztery razy mniejszy od najwiekszego. Znalezé te katy.



Zadania i odpowiedzi 45

1.22. (a) Pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego jest a; = 2, a ilorazem
q = 3. Jaka najmniejsza liczbe kolejnych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac,
aby ich suma byta wieksza od 20007

(b) Niech (a,) bedzie ciagiem geometrycznym. Znamy wartosci sum Sy = 36
oraz Ss = 42. Wyznaczy¢ Sy.

(¢) Liczby 5,z,y,10 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Znalezé
z,y.
d) Rozwigzaé réwnanie

z T 2 T 3
) () rem
14z 14z 14z

w ktérym lewa strona jest suma nieskonczonego ciggu geometrycznego.

1.23. (a) Liczby a, 15, ¢ tworza ciag arytmetyczny, a liczby a, 9, ¢ ciag geo-
metryczny. Znalezé a i c.

(b) Dlugosci bokéw w tréjkacie prostokatnym tworza ciag geometryczny. Zna-
lezé sinusy katéw ostrych tego trdjkata.

Odpowiedzi

1.1. (a) prawda; (b) falsz; sformulowania (c), (d), (e), (f), (g) nie sa zdaniami.

1.2. (a) Zdanie jest prawdziwe, bo zdanie ,funkcja f(x) = z? jest rosngca na R”

jest falszywe. Mamy bowiem f(—1) =1 > f(0) = 0. A to jest sprzeczne z okresle-

niem funkeji rosnacej. (b) Zdanie jest prawdziwe, bowiem drugie zdanie alternatywy

jest prawdziwe. (c) Z kolei to zdanie jest falszywe, bo drugie zdanie koniunkcji jest

falszywe. (W jezyku potocznym odpowiednikiem spdjnika logicznego ,i” jest ,a”).
1

Mamy bowiem f(—1) = 3 #—f(1)=-3.

(d) Oczywiste jest, ze zdanie jest prawdziwe. (e) Mimo blednego sformulowania cechy

podzielnoéci przez 9, ostatnie zdanie jest prawdziwe. Latwo to sprawdzi¢ bezposred-

nio.

13.(a)pAr; (b) (pVr) = ~q (¢) g=r; (d) g= (pVr); (e) r=q (f) pe=q.

1.4. (a), (c) tak; (b), (d) nie.

1.5. (a) [-1,7]; (b) {2,4,6,...}; (¢) {—2,-1,1,2}; (d) {— —, =,z }7
(e) {0, —1, 2}; (f) {-1,1,-3,3,—5,5,—15,15}.
1.6.(a)/\x>0; (b)\/\/E:l; (c)/\ \/no>M; (d) \/ /\a<a0;

z€R zeR MeR noeN ap€A acA
@A Vo<t A Ve=2n (8 \2®+2+1#0;
beB bpeB z€R neN z€ER

(h)\/x5+x:3 A /\ /\ [(2°+2=3)A (" +y=3)]<=z=y.
zER z€R yeR
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1
1.7. (a) Zdanie jest prawdziwe, bo np. dla z = % mamy sinz = 7 (b) Zdanie jest

falszywe, bo np. dla x = —2 mamy 2% + 42 + 3 < 0. (c) Zdanie jest prawdziwe, bo dla
wybranego € R mozna przyja¢ y = x. (d) Zdanie jest prawdziwe. Wystarczy przyjaé
y = 0. (e) Zdanie jest prawdziwe. (f) Zdanie jest prawdziwe. Wystarczy przyja¢ n = 1
orazx =y =1, 2 =2.

' 2?4244 ‘ N
1. (@) = (0 1) (@ + 1) (0) =i (o) (207 +9) (Var+3); et

5 5

19. () 5 V3; (b)4(\/_—2); (€) 2V6—VId+V21—4; (d) 5 (1+ VI + 2+ V5).

[1+ 22 1

1.11. (a) x—3, gdy x >3 -8, gdy = > () r+2, gdy x>0

e la 3—z, gdy z < 3; — 2z, gdya:<4 2—z, gdy z <0
—z—1, gdy x < —1,
z+1, gdy -1 <z <0, ) z(x+1)

(d) l—2 gdy 0 <z <1, (e) 2z +3; (f) ——

z—1, gdy = > 1;
1
112. (a) x <3lubz>7; (b) -4<z <2 (c)§<x<1.

1.16. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci:
(a) an+1 — an < 0; (b) bpy1 — bn > 0.
1 2 3 4 5

117. (a )3+4+5+6+7+ (b) V2+ V2+ V2+V2; (¢) 3% +5°+7° 4+ 9%
1.18. (a) (2z 4 y)* = 162 + 322°y + 2422y® + 8xy® + y*; (b) (c—1)" = 7 — 75 +

5 . ) ) 1\° 10 10 5 1

¢’ —35¢" +35¢” —21c" +Tc—1; (¢) |2+ — = +5$+_+_+T+T57

x x
(d) (Vu+ V0)® =u* +8VuT v + 28u®V/o
+56VuSVod + T0uv + 56Vud VuS + 28uvvd + 8y/uvoT + v,

1.19. (a) 0; (b) 4™

1.20. (a) —(152) -2%: (b) (168> -312,

241001
1.21. (a) szesnastym; (b) %00 334 =167501; (¢c) a =24°, § =60°, v = 96°.
1.22. (a) siedem; (b) Sy =45; (c) . =5V2,y=5V4; (d) z =

VE-1 V5 -1
—— sinfg = 5

1.23. (a) a =3,c=27; (b) sina =



