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Przedmowa

Teoria mnogo$ci to wspaniala dziedzina, i nie ma innej ga-
tezi matematyki, ktora dostarczalaby tak zZywych przykladow
potegi analizy logiczney.

Bertrand Russell, Wprowadzenie
do filozofii matematyki

Ksiazka moze stuzyé jako podstawowy podrecznik dla semestralnego kursu
Wstep do matematyki dla studentéw matematyki I roku. Poczatkowe 16 wy-
ktadéw pokrywa sie z typowym programem takiego kursu, dwa ostatnie wpro-
wadzaja w tematyke teorii obliczen i wyjasniaja znaczenie twierdzenia Godla.

Dwa aspekty przedmiotu

Wstep do matematyki pelni w wyksztalceniu matematyka role dwojaka.
7 jednej strony zajmuje sie przygotowaniem narzedzi logicznych i matema-
tycznych. Mieszczg sie w tym elementy logiki, dzialania na zbiorach, jezyk
funkcji i relacji. Z drugiej strony kurs ma wprowadzi¢ studentéw w fascynuja-
cy $wiat teorii mnogosci. Uczenie sie narzedzi rzadko kiedy jest pasjonujace,
ale mam nadzieje, ze przynajmniej czes¢ zadan okaze sie dostatecznie inspi-
rujaca, by takze te pierwsza cze$é kursu uczynié ciekawa. Jednak prawdziwa
matematyka zaczyna sie w czesci 111, poswieconej teorii mnogosci.

Jak w poprzednich tomach Markowych wykladow z matematyk: staram sie by¢
doéé $cisty, ale szczegdlny nacisk ktade na motywacje i zastosowanie wprowa-
dzanych pojec.

Rola zadan i poziom trudnosci

Ksiazka zawiera ponad 200 zadan. Na Wstepie do matematyki praktycznie nie
ma zadan rachunkowych. Najprostsze kontroluja rozumienie pojeé, ale wiek-
szo$¢ ma na celu pokazanie zastosowan wprowadzanych poje¢ w innych dzia-
tach matematyki. Niemal wszystkim towarzysza pelne rozwiazania albo ob-
szerne wskazéwki. Zadania po symbolu ><<{> wzbogacaja rozumienie przed-

xi



xii Przedmowa

miotu, ale nie maja istotnego wplywu na lekture dalszych wyktadow. Trud-
niejsze zadania oznaczone sa gwiazdka, w kilku przypadkach dwiema.

Biogramy i historia

Podobnie, jak we wczesniejszych tomach serii ksiazka zawiera kroétkie notki
biograficzne matematykéw wystepujacych w gtownym tekscie. Diugosé notki
nie jest proporcjonalna do nieformalnej rangi uczonego. Wprost przeciwnie,
wolalem poswieci¢ wiecej miejsca postaciom mniej znanym.

Nowoscig jest Rzut oka na historie matematyki na koncu ksigzki. To sporo
mniej niz osobny tom poswiecony historii matematyki — o czym czesto my-
Slalem — ale moze dzieki jego zwieztosci (35 str.) znajdzie wiecej czytelnikow.
Pewna orientacja w historii uprawianej dyscypliny jest na pewno pozadana i
stanowi istotny sktadnik kultury matematycznej. Indeks odnoszacy sie do tej
czedci obejmuje wylacznie nazwiska.

GO0

Z teoria mnogosci — najwazniejszg czescia kursu — zetknalem sie majac lat 15
dzigki ksiazce Wojciecha Bienki Zygzakiem przez matematyke (ksiazka zawiera
tez tadne wyjasnienie, co to jest teoria wzglednosci). Fascynacja ta tematyka
pozostala ze mna na zawsze. Juz kilka lat pdzniej jako student I roku wta-
jemniczatem w odkrycia Cantora licealistow z mojej szkoty, wykladalem ja
znajomym fizykom podczas gérskich wycieczek, a w okresie 1982-2019 pro-
wadzilem wyklady ze wstepu do matematyki prawie 20 razy. Tematyki tej
dotyczyl takze méj doktorat.

Trudno mi dzi§ wskazaé tytuly ksiazek i osoby, ktore mogly ostatecznie wpty-
naé¢ na ksztalt niniejszej ksiazki. Ogranicze sie do wplywdéw z ostatnich lat.
Przynajmniej kilka ciekawych zadai pochodzi z list dr. hab. Szymona Ze-
berskiego, z ktérych czesto korzystatem. Moi studenci — tu moge wymienié
w szczegblnosci (obecnie doktoréw) Dariusza Kosza, Mariusza Olszewskiego
i Pawla Plewe, z ktérymi miatem wyjatkowo duzo zaje¢ — czesto znajdowa-
li eleganckie, nie znane mi, rozwigzania zadan. Wszystkim wymienionym tu
osobom goraco dziekuje.

Tradycyjnie dzigkuje réwniez moim Kolegom-Wydawcom Marianowi Gewerto-
wi — zwlaszcza za przygotowanie rysunkow i troske o wyglad graficzny ksiazki
— oraz Zbyszkowi Skoczylasowi za inicjatywe wydania tej ksiazki i liczne su-
gestie redakcyjne.

Wroctaw, wrzesien 2025 Marek Zakrzewski
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Nieskonczonosé



Nie damy sie wygnac z raju stworzonego przez Cantora.

David Hilbert podczas wystapienia
na Miedzynarodowym Kongresie Matematykdow
Bolonia 1928

Matematyka jest nauka o nieskoficzono$ci. Stwierdzenie, ze kazda liczba pa-
rzysta od 4 do 1000000 jest suma dwu liczb pierwszych, cho¢ prawdziwe, jest
zupelnie nieciekawe. To samo w odniesieniu do wszystkich liczb parzystych
wiekszych od 2 jest trescig hipotezy, ktora fascynuje matematykéw od nie-
mal 300 lat. Matematyk rzadko interesuje sie twierdzeniami, ktérych dowod
sprowadza sie do rozpatrzenia skoniczonej liczby przypadkéw czy tez podania
prostego przyktadu.

W naukach innych niz matematyka uczony wiele odkrywa w wyniku wnikli-
wej obserwacji i przemyslanych eksperymentéw. Logika — zazwyczaj mniej
formalna niz w matematyce — pelni funkcje pomocniczg. Matematyk mo-
ze dzieki obserwacji 1 odwaznym uogdélnieniom sformutowaé hipoteze. Ale gdy
przystepuje do dowodu skazany jest wylacznie na swoja, zawsze ograniczona,
wiedze i logike. Tylko w matematyce logika odgrywa tak zasadnicza role.

Nieskonczonosé byta w matematyce obecna niemal od zawsze, ale przedmiotem
uwaznego, osobnego zainteresowania stala sie dopiero w II potowie XIX w., gdy
Cantor stworzyl teorie mnogosci. Dzigki odkryciom Cantora nieskonczonosé,
a dokladniej teoria zbioréw nieskonczonych, stata sie osobnym przedmiotem
badan matematycznych.

Ale wraz z nieskonczonosciag pojawily sie niepokojace problemy, logiczne pa-
radoksy i antynomie (wewnetrzne sprzecznosci). Pojawily sie tez spory, co
do pewnych fundamentalnych elementéw teorii mnogoéci: jedni matematycy
akceptowali tzw. pewnik wyboru, inni go odrzucali. W tej sytuacji czes¢ ma-
tematykéw proponowala ograniczyé sie w badaniach nad nieskonczonoscia,
a nawet odrzuci¢ podstawows zasade logiki: prawo wylaczonego $rodka. Na
szczescie stanowili oni mniejszo$é. Zdecydowana wickszo$é matematykow nie
zamierzalta rozstaé sie z fascynujacym $wiatem, jaki stworzyt Cantor.



Wyklad 11

Przeliczalnosé

Zbiory dziela sie na skoniczone i nieskoniczone. Do lat siedemdziesiatych XIX w.
pojecie nieskonczonosci nie byto przedmiotem glebszej analizy ze strony ma-
tematykdéw, ale wydaje sie, ze pod$wiadomie zaktadali oni, ze jest tylko jedno
pietro nieskoniczonosci: wszystkie nieskonczonosci sa takie same. W roku 1873
Georg Cantor wykazal, Ze jest inaczej; tych pieter jest nieskonczenie wiele,
a najnizsze z nich tworzg zbiory przeliczalne.

11.1 Zbiory przeliczalne i zbiory nieprzeliczalne

Zbiory przeliczalne i przeliczalnosé zbioru liczb wymiernych - Nieprzeliczalnosé
zbioru liczb rzeczywistych - Zadania

7 pozoru liczb wymiernych jest duzo wiecej niz liczb naturalnych. Jednakze
Cantor wykazal, ze jest ich tyle samo. Dopiero liczb rzeczywistych jest wiecej.
Odkrycie to zapoczatkowalo rozwdj nowej galezi matematyki: teorii mnogosci.

Zbiory przeliczalne i przeliczalnosé¢ zbioru liczb wymiernych

Spoéjrzmy na ponizsze przyporzadkowanie:

1 2 3 4 5 6
L T
1

O — O

Widzimy, ze pomiedzy liczbami naturalnymi a catkowitymi istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$é: réznym liczbom naturalnym odpowiadaja rézne
liczby calkowite, przy czym kazda liczba calkowita ma swoj numer. Innymi
stowy, elementy tego zbioru mozna ustawi¢ w ciag.
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98 Wyktad 11. Przeliczalnosé

Jezeli elementy zbioru A mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony (byé moze z po-
wtorzeniami), to méwimy, ze A jest zbiorem przeliczalnym. W szczeg6lnosci,
zbiorami przeliczalnymi sa zbiory skonczone, zapewnia to uwaga w nawiasie.
Oczywiscie podzbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

Pokazalidémy, ze zbior liczb catkowitych jest zbiorem przeliczalnym. Okazuje
sie, iz takze zbidr liczb wymiernych jest przeliczalny. Ponizszy rysunek po-
kazuje, jak poruszajac sie po nieskonczonej tamanej mozemy obejs¢ kolejno
punkty kratowe plaszczyzny (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), (=1,1), ....

Yi

Jezeli w punkcie (p, ¢), gdzie ¢ # 0, umiescimy liczbe p/q, to otrzymamy ponu-
merowanie wszystkich liczb wymiernych. Jednak niektore punkty odpowiadaja
utamkom wezesniejszym, np. punkty (4,2) i (2,1) odpowiadaja temu samemu
utamkowi. Gdy pominiemy punkty odpowiadajace takim powtérzeniom otrzy-
mamy nastepujaca numeracje liczb wymiernych:

1 1 2 2 1 -1 1 3
0, 1= 1, — = - = - =

Dzialania na zbiorach przeliczalnych
Rozwazmy przeliczalng rodzine zbioréw przeliczalnych:

Ao = {ago, ao1, a2, aos; - - -},
A1 = {a10, a11, 12, a13, - - -},
Ay = {ag, a1, a2, a2, ...},
Az = {aso, a31,a32,a33, ...}

I

Wowcezas

o

U An ={ago, ao1,a10, ao2,011,a20, ao3,012,021,030, - - -}

n=0
Kolejne grupy skladajg si¢ z wyrazéw a;; o ustalonej sumie indekséw: najpierw
suma indekséw zero, potem jeden, dwa, trzy itd.



11.1. Zbiory przeliczalne i zbiory nieprzeliczalne 99

Tak wiec suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem prze-
liczalnym. W szczegélnosci, odnosi sie to do sumy skoticzenie wielu zbiordw
przeliczalnych.

W podobny sposéb dowodzi sie, ze produkt kartezjanski dwu zbioréw przeli-
czalnych jest zbiorem przeliczalnym (p. zad. 2). Korzystajac z zasady indukeji
matematycznej wnioskujemy stad, ze produkt skonczenie wielu zbioréw prze-
liczalnych jest przeliczalny.

Nieprzeliczalnosé zbioru liczb rzeczywistych
i metoda przekatniowa

Ponizsze twierdzenie jest bez watpienia najwazniejszym odkryciem Cantora
i najwazniejszym twierdzeniem tej czesci.

TwIERDZENIE 11.1.1 (Cantora, 1874)
Zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

DowOD: W istocie pokazemy, ze nieprzeliczalny jest juz mniejszy zbiér: prze-
dzial [0,1). Przypus$émy, ze zbiér liczb rzeczywistych tego przedzialu mozna
ponumerowaé liczbami naturalnymi, [0,1) = {ag, a1,as2,as,...}. Spéjrzmy na
te numeracje:

apg = 0,@ ap1 ap2 aps - - -

ay = 0,a10 a1y a12 a13. ..

as = 0,&20 az1 22 23 ...

as = 0,&30 a3zl a32 ass- ..

Przyjmujemy umowe, ze jezeli liczba ma zapis niejednoznaczny, np.
0,1000... =0,0999..., to wybieramy zapis niezawierajacy ,ogona”’ dziewia-
tek. Przy takim zastrzezeniu rozwiniecie dziesietne liczby jest jednoznaczne.

Rozwazmy liczbe b = 0, bgb1babs . . ., gdzie
b — ) Gii +1, gdya; <7,
) an—1, gdyai; > 8.

Oczywiscie b € [0,1), ale b jest rézna od wszystkich liczb a,. Przypusémy
bowiem, ze b = a,,. Wéwczas b, = an,,, wiec

Ann 1= Qnn,y

co jest niemozliwe.
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Zakladali$my, ze ciag a,, zawiera wszystkie liczby przedziatu [0, 1), okazalo sie,
ze nie zawiera b. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd. Latwo stad wywnio-
skowad, iz takze kazdy inny przedzial jest nieprzeliczalny.

Zastosowana tu technika znana jest jako metoda przekatniowa, nazwa po-
chodzi od przekatnej jaka tworza podkreslone cyfry a,,. Cantor odkryt ja
dopiero kilkanascie lat po odkryciu nieprzeliczalnosci R. Pierwszy dowdd byt
znacznie bardziej skomplikowany.

Suma dwu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym. Wynika stad,
iz takze liczb niewymiernych jest nieprzeliczalnie wiele, w przeciwnym razie
R bytby zbiorem przeliczalnym. Zatem wiekszos¢ liczb rzeczywistych to liczby
niewymierne.

Inne podejscie: dowdd topologiczny

Przedstawiony wyzej dowdd nieprzeliczalnosci R traci na elegancji z powodu
niejednoznacznodci zapisu dziesietnego. Wady tej nie ma dowdd odwotujacy
sie do pewnej zasadniczej wlasnosci zbioru R wyrazonej w lemacie, znanej z
elementarnego wyktadu topologii. Czytelnik, ktéry z topologia sie nie zetknat
moze ten dowdd nazwaé ,geometrycznym”.

LeEmAT 11.1.1 (Cantora)
Czesé wspdlna zstepujgceego ciggu ograniczonych domknietych przedziatow pro-
stej jest mniepusta.

Przejdzmy zatem do dowodu nieprzeliczalnosci zbioru R. Znéw pokazemy wy-
nik mocniejszy: nieprzeliczalno$¢ przedziatu [0,1]. Przypusémy, ze [0,1] =
{ap,a1,as,as,...}. Skonstruujemy ciag przedzialéw domknietych

[0,1]3A03A13A23A33...

takich, ze a, ¢ A,. Na mocy lematu Cantora cze$¢ wspdlna tych zbioréw za-
wiera pewna liczbe b € [0, 1], oczywiScie rézna od wszystkich a,,. Sprzecznosé.

Zbiory A,, konstruujemy w sposéb nastepujacy. Podzielmy przedzial [0, 1] na
trzy przedzialy domkniete [0,1/3], [1/3,2/3] oraz [2/3,1]. Przynajmniej jeden
z nich nie zawiera ag, nazwijmy go Ag.
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Podobnie dzielimy A na trzy przedzialy domkniete, przynajmniej jeden nie
zawiera a1, nazwijmy go A;. W analogiczny sposéb konstruujemy kolejne zbio-
ry: Apy1 to ktérys z trzech przedzialéw A, nie zawierajacy an1.

Zadania

1. Zapisz wzorem algebraicznym bijekcje f : N — Z za pomoca:
a) oczywistego wzoru definiowanego przez przypadki (z uzyciem nawiasu klamrowego);
b)* pojedynczego wzoru.

2. Wykaz, ze produkt dwu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
3. Wykaz, ze plaszczyzny nie mozna pokryé przeliczalnym zbiorem prostych.
4. Uzasadnij, ze skonczonych podzbioréw N jest przeliczalnie wiele.

5. Czy w dowodzie topologicznym mozna opisany podziat zastapi¢ podziatem:
a) na dwa przedzialy domkniete;

b) na trzy przedzialy rozltaczne;

¢) na trzy przedzialy domkniete réznej dtugosci, o roztacznych wnetrzach?

NAVAY

6. Wykaz, ze po usunieciu z ptaszczyzny przeliczalnie wielu punktéw ptaszczyzna nie rozpad-
nie sie. Dokladniej: kazde dwa punkty tej ,dziurawej plaszczyzny” mozna potaczyé tamana
lub tukiem w niej zawartym

7. Kazda liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczby nieparzystej i pewnej
potegi dwojki.
a) Wykorzystujac te wskazéwke skonstruuj bijekcje f: N x N — N.

b)** Wykaz, ze funkcja
Fmum) = (m+2n+1) m

tez okresla bijekcje pomiedzy obu zbiorami.

11.2 Pierwsze zastosowania

Liczby algebraiczne i liczby przestepne - Dowdd istnienia liczb przestepnych -
Zadania

Odkrycie, ze nie wszystkie nieskoncznodci sa takie same jest interesujace i waz-
ne samo przez sie, ale juz pierwsza praca Cantora poswiecona tej tematyce po-
kazata jej znaczenie dla innych dzialéw matematyki. Cantor wykazal w niej,
ze wiekszo$¢ liczb rzeczywistych to liczby przestepne.
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Liczby algebraiczne i liczby przestepne

Liczbe bedaca pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspélczynnikach cal-
kowitych nazywamy algebraiczng. Wszystkie liczby wymierne, a takze /2,
V243, /5, sa przykladami liczb algebraicznych. Liczby nie bedace algebra-
icznymi nazywamy przestepnymi.

Juz pod koniec XVIII w. przypuszczano, ze takie liczby istnieja. Pierwszy
przyktad podal w roku 1844 Joseph Liouville, ale byla to liczba sztucznie w
tym celu skonstruowana. W roku 1873 Charles Hermite wykazal, Zze liczba
przestepna jest podstawa logarytmu naturalnego e, w roku 1882 Ferdinand
Lindemann wykazal przestepnosé¢ w. Kazdy znany dowdd tych faktow jest
do$¢ trudny. Jednak nietrudno wykazaé, ze liczby przestepne istnieja. Nawet
wiecej: wiekszoé¢ liczb rzeczywistych to liczby przestepne.

Dowéd istnienia liczb przestepnych

Niezerowemu wielomianowi w(z) = ap,z™ + ... + a1z + ag o wspdlczynnikach
catkowitych przyporzadkujmy jego range

lan| + ...+ |ai| + |ao| + n.
Na przykltad wielomiany stale 1 oraz —1 maja range 1, wielomiany x, —x, 2
oraz —2 range 2, a wielomiany
x2, —a;2, 2¢, 2z, x+1, x—1, —x+1, —z—1, 3, =3
range 3. Nietrudno zauwazy¢, ze wielomianéw o wspétczynnikach catkowitych
ustalonej rangi jest skonczenie wiele. Niech A, oznacza zbior pierwiastkéw

wszystkich wielomianéw rangi n. Kazdy z tych zbioréw jest skonczony, gdyz
niezerowy wielomian ma skonczenie wiele pierwiastkow.

Zbiér liczb algebraicznych to
ATUA U A3 U. ..

Pozostaje zauwazy¢, ze przeliczalna suma zbioréw skonczonych jest zbiorem
przeliczalnym. Istotnie, ustawiajac w cigg kolejne elementy zbioréw A;, As,
As, ...wyznaczamy pewna numeracje wszystkich elementéw ich sumy.

Zadania

8. Wykaz, ze kazda z podanych liczb jest algebraiczna:
a) 1+v2; Db) 1+ V2 ¢ vV2+ V3

9. Wykaz, ze jesli a jest liczbg algebraiczna, to jest nia tez: a) —a; b) 1/a.
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10. Twierdzenie Gelfonda-Schneidera gtosi, ze jezeli a, b sa liczbami algebraicznymi réznymi
od 0 oraz 1, przy czym b jest niewymierna, to liczba a® jest przestepna. Wykaz, ze istnieje
liczba niewymierna a taka, ze a” tez jest niewymierna:

a) korzystajac z twierdzenia Gelfonda-Schneidera; b) nie korzystajac z tego twierdzenia.

11. Wiedzac, ze e oraz 7 sg liczbami przestepnymi wykaz, iz przynajmniej jedna z liczb e+ 7
oraz em jest niewymierna. Przypuszcza sig, ze obie sa niewymierne.

11.3 Cantor

Georg Cantor (1845-1918), urodzil sie i pierwsze lata zycia spedzil w
Sankt-Petersburgu, jako syn zamoznego kupca. Rodzina matki miata boga-
te tradycje muzyczne, w dorostym wieku Cantor nieraz wspominat z zalem,
ze ojciec nie pozwolil mu zostaé skrzypkiem. Srednie wyksztalcenie zdobywal
najpierw w gimnazjum w Wiesbaden, potem zas w szkole realnej w Darm-
stadcie. W roku 1862 podejmuje studia na uniwersytecie z Zurychu, rok péz-
niej, po Smierci ojca, przenosi sie do Berlina. Tam stucha wyktadéw Weierstras-
sa, Kummera i Kroneckera. W roku 1867 uzyskuje stopienn doktora za prace
z teorii liczb. Od roku 1872 az do $mierci profesor uniwersytetu w Halle. Sta-
rania o profesure w Berlinie byly konsekwentnie blokowane przez Kroneckera,
ktéry nie rozumiat znaczenia prac Cantora. Cantor byt matematykiem bardzo
aktywnym spotecznie. Wspéttworzyt i byl pierwszym przewodniczacym Sto-
warzyszenia Matematykéw Niemieckich (1890-93). Od potowy lat osiemdzie-
siatych zaczyna popadaé¢ w glteboka depresje. Zmart w klinice psychiatryczne;j.

Do historii matematyki przeszed! glownie jako twoérca teorii mnogosci. Dwa
podstawowe jego odkrycia to nieprzeliczalno$é R i dowdd réwnolicznosci pro-
stej z plaszczyznag. Ten ostatni wynik wplynal istotnie na rozwdj topologii
i powstanie teorii wymiaru. Cantor jest tez autorem jednej z dwu podstawo-
wych formalizacji liczb rzeczywistych.



Wyklad 12

Liczby kardynalne
1 twierdzenie Cantora

Odkrycie przez Cantora, ze istnieja zbiory nieprzeliczalne doprowadzito do
pojecia liczby kardynalnej. Z twierdzenia Cantora wynika, ze nieskonczonych
liczb kardynalnych jest nieskonczenie wiele.

12.1 Liczby kardynalne

Rownolicznosé i liczby kardynalne - Jak bardzo nieciggla moze byc funkcja
monotoniczna? - Zadania

Liczby naturalne stuza do liczenia (jeden, dwa, trzy, ... ), do porzadkowania
(pierwszy, drugi, trzeci, ... ), a takze — raczej przypadkowo — do mierzenia;
np. odlegto$é moze wynies¢ 100 metréw. Jest to rola doéé przypadkowa, gdyz
przy mierzeniu pojawiaja sie one jako zaokraglenia liczb rzeczywistych.

W latach siedemdziesiatych XIX w. Georg Cantor odkryl, ze mozna rozszerzy¢
pojecie liczby naturalnej tak, aby nowe liczby okreslaly liczebnosé zbioréw
nieskonczonych.

Réwnolicznosé i liczby kardynalne
Méwimy, ze zbiory A oraz B sa réwnoliczne, jezeli istnieje bijekcja
f:A— B.

Liczebno$¢é — inaczej moc — zbioru skonczonego wyraza sie liczba naturalna.
Moc zbioru pustego to 0, moc zbioru jednoelementowego to 1, itd. Liczby
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kardynalne to moce zbioréw dowolnych. Sa nimi zatem liczby 0, 1, 2, 3, ...,
ale takze moce zbioréw nieskoniczonych, np.

moc N = X (czyt. alef zero), moc R = ¢ (czyt. kontinuum).

Moc zbioru X bedziemy oznaczaé symbolem # X . Odnotujmy proste, ale uzy-
teczne twierdzenie.

TWIERDZENIE 12.1.1 Moc zbioru nieskonczonego nie zmienia sie, gdy do nie-
go dodamy lub z niego odrzucimy jeden element.

DowoOD: Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym, a ¢ X . Pokazemy, ze zbiory
X oraz XU{a} sa réwnoliczne. W tym celu wybierzmy jakikolwiek przeliczalny
zbiér {agp, a1, as,as, ...} zawarty w X. Funkcja

aq, gdy T =a,
f(ﬂj‘) = An+1, gdy €T = Gnp,
x, w pozostalych przypadkach

definiuje bijekcje zbioru X U{a} na X. Skoro mocy zbioru nie zmienia dodanie
elementu, to nie zmienia go tez odrzucenie elementu. To samo odnosi sie do
dodania badZ odrzucenia skonczonego zbioru.

Liczby kardynalne mozna poréwnywaé. Mowimy, ze
#A < #B,

jezeli istnieje funkcja réznowartosciowa f : A — B. Relacja < zachowuje sie,
jak zwykla nier6wnosé.

Oczywiscie #A < #A, zadang injekcja jest identycznosé.

Relacja ta jest tez przechodnia. Istotnie, niech #X < #Y oraz #Y < #Z.
Oznacza to, ze istnieja injekcje

f: X—=Y oraz g:Y —Z.

Woéwezas go f : X — Z jest zadang injekcja X w Z, wiec #X < #Z.

W nastepnym wyktadzie wykazemy, ze relacja < na zbiorze liczb kardynal-
nych jest tez stabo antysymetryczna. Naturalnie ostra nieréwno$é #A < #B
oznacza, ze #A < #B, ale #A # #B. W szczegdlnosci

Ny < .
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Jak bardzo nieciggla moze by¢ funkcja monotoniczna?

Klasyczna funkcja Dirichleta (w punktach wymiernych 0, w niewymiernych 1)
jest przyktadem funkcji wszedzie niecigglej. Pokazemy, ze taka osobliwo$é nie
jest mozliwa w przypadku funkcji monotonicznych. Doktadniej, funkcja mono-
toniczna f: R — R ma co najwyzej przeliczalnie wiele punktéw niecigglosci.

Zauwazmy przede wszystkim, ze dla funkcji monotonicznej f i dowolnego pun-
kru a istniejg obie granice jednostronne:

lim f(z) oraz lim f(z),

T—a~ r—at
oznaczmy je odpowiednio A~ oraz AT. Jezeli a jest punktem niecigglodci, to
obie te granice sa rozne.

Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja jest niemalejaca. Tak wiec kazdemu
punktowi nieciaglosci a odpowiada niepusty przedzial (A~, AT). Zauwazmy, ze
przedzialy odpowiadajace réznym punktom nieciagtosci sa roztaczne. Istotnie,
jezeli a < b, to ze wzgledu na monotoniczno$é funkcji f mamy AT < B™.

Pozostaje zauwazy¢, ze dowolna rodzina parami roztacznych przedziatéw pro-
stej jest przeliczalna. Rzeczywiscie, wybierajac z kazdego sposréd tych prze-
dzialéw liczbe wymierna otrzymujemy injekcje tej rodziny w przeliczalny
zbior Q.

Henri Lebesgue wykazal, ze funkcja monotoniczna jest prawie wszedzie (ter-
minu precyzowaé nie bedziemy) rézniczkowalna. Dowdd jest duzo trudniejszy.
Zadania

1. Wykaz, ze nastepujace pary zbioréw sa réwnoliczne:
a) RiRy;b) (0,2m) iR; ¢) [1,3]1[3,7]; d) (—1,1) oraz R.

2. Podaj przyktad bijekcji przedzialu (a,b): a) na przedzial otwarty (0,1); b) na R.
3. Znajdz bijekcje pomiedzy gérng otwarta péiplaszezyzna R x Ry a caly plaszezyzna R2.

4. Rysunek pokazuje geometryczne uzasadnienie réwnolicznosci otwartego pétokregu i pro-
stej. Pokaz w podobny sposéb réwnoliczno$é prostej i okregu z odrzuconym punktem.

5. Wykaz, ze gdy ze zbioru nieprzeliczalnego usuniemy przeliczalnie wiele elementéw, to jego
moc nie zmieni sie.
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6. Wykaz, ze dowolna funkcja f : R — R ma co najwyzej przeliczalnie wiele ekstreméw
wtasdciwych.

7.* Wykaz, ze rodzina nieskorficzonych podzbioréw N zawiera:

a) laficuch mocy c;

b) rodzing mocy ¢ zbior6w parami prawie roztacznych, tzn. takich, ze ich cze$¢ wspdlna jest
skoniczona.

8.** Wykaz, ze plaszczyzny nie mozna pokryé zbiorem parami roztacznych egzemplarzy
litery T, nawet jezeli dopuszczamy rézne ich wielkosci.

12.2 Twierdzenie Cantora i paradoksy logiczne

Hipoteza continuum - Twierdzenie Cantora - Paradoks ktamcy - Dwa paradok-
sy lingwistyczne - Zadania

Dotychczas w naszych rozwazaniach pojawity sie tylko dwie nieskoniczone licz-
by kardynalne: Rg i ¢. Sprébujemy teraz odpowiedzieé na dwa pokrewne pyta-
nia: czy jest jakas liczba kardynalna pomiedzy nimi i czy sa liczby kardynalne
wieksze od .

Hipoteza continuum

Od samego poczatku nasuwalo sie pytanie, czy istnieje liczba kardynalna po-
miedzy Wy a c¢. Hipoteza, ze takich liczb nie ma znana jest jako hipoteza
continuum. Ale dopiero w roku 1963 Paul Joseph Cohen wykazal, ze jest
ona niezalezna od powszechnie stosowanej aksjomatyki teorii mnogosci. Ozna-
cza to, ze nie da sie rozstrzygnad, czy jest ona prawdziwa czy falszywa na bazie
intuicji, jakie wiazemy z pojeciem zbidr.

W dziedzinach bliskich teorii mnogosci czasem zaklada si¢ prawdziwosé hi-
potezy continuum (rzadziej jej negacji) i bada jej konsekwencje. W takich
przypadkach zaznacza sie, ze wynik zostal uzyskany przy tym dodatkowym
zatozeniu.

Twierdzenie Cantora

Odpowiedz na drugie z pytan jest prostsza. Oprocz liczb Ry oraz c istnie-
je nieskoniczenie wiele innych nieskonczonych liczb kardynalnych. Wynika to
bezposrednio z ponizszego:
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TWIERDZENIE 12.2.1 (Cantora)
Dla dowolnego zbioru X zachodzi nierownosé

£X < #P(X).
DowoOD: Oczywiscie #X < #P(X), gdyz przyporzadkowanie z — {x} jest
funkcja réznowartosciowa przeksztalcajaca zbior X w P(X).

Wystarczy zatem wykazaé, ze zadna funkcja f : X — P(X) nie przeksztalca
X na caly zbiér P(X). W tym celu rozwazmy podzbiér

A={ze X :z ¢ f(x)}.

Przypus$émy, ze zbiér A jest wartoscia funkeji f. Niech A = f(a) dla pewnego
a € X. Wéwcezas
acA——ad¢ fla) — a ¢ A

Zatem a nalezy do A wtedy i tylko wtedy, gdy a nie nalezy do A. Sprzecznosé.

Teza, iz dla dowolnego zbioru X pomiedzy moca X a moca P(X) nie ma
zadnej liczby kardynalnej nosi miano uogélnionej hipotezy continuum.
Takze ona jest niezalezna od powszechnie przyjetych aksjomatow.

Paradoks klamcy

Podstawowa idea dowodu twierdzenia Cantora nawiazuje do chyba najstyn-
niejszego paradoksu logicznego: paradoksu ktamcy. Podobne rozumowanie do-
prowadzilo do odkrycia, ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw.

Paradoks klamcy zostat odkryty w Grecji w IV w. p. n. e. przez Eubulidesa
Spoéjrzmy na jego wspoélczesna wersje:

To zdanie jest falszywe.

Jezeli przyjmiemy, ze jest prawdziwe, oznacza to, ze jest tak, jak ono twierdzi:
jest falszywe. Ale jezeli przyjmiemy, ze jest falszywe, oznacza to, ze nie jest
falszywe, wiec jest prawdziwe.

Widzimy zatem, ze choé¢ z pozoru jest to normalne zdanie oznajmujace, nie
mozemy mu przypisaé zadnej wartosci logiczne;j.

Podobny charakter ma paradoks Russella, znany tez jako paradoks goli-
brody. Przypu$émy, ze w pewnym putku jeden z zolnierzy zostaje golibroda,
przy czym obowiazuje go nastepujaca zasada: ma obowigzek goli¢ wszystkich
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tych i tylko tych, ktérzy sie sami nie gola. Zastanow sie, czy powinien siebie
golié, czy nie.

Paradoksy logiczne od zawsze interesowaly filozoféw. Od lat 70. XIX w. zaczety
interesowaé tez matematykoéw. WidzieliSmy juz, jak rozumowanie bliskie para-
doksu ktamcy wykorzystal Cantor. Na poczatku XX w. podobnie rozumujac
ponizszy nieoczekiwany wynik uzyskatl Bertrand Russell.

TWIERDZENIE 12.2.2 Nie istnieje zbior wszystkich zbioréw.

DowOD: Zauwazmy, ze pewne zbiory sa swoimi elementami, np. zbiér po-
je¢ abstrakcyjnych jest pojeciem abstrakcyjnym, wiec jest swoim elementem.
Nazwijmy takie zbiory anormalnymi.

Zatézmy, ze zbidr wszystkich zbioréw U istnieje. Istnieje woéwczas takze zbior
A ztozony z wszystkich zbioréw normalnych:

A={XeU:X ¢ X}

Ale zauwazmy, ze
AcA— A¢ A

Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowod.

Praktyczng konsekwencjg tego twierdzenia jest wymog pewnej starannodci w
formutowaniu my$li. Matematyk nie moze rozwazaé zbioru wszystkich zbioréw
i wielu innych ,zbioréw”. W wykladzie 15. zobaczymy, jak matematycy radza
sobie z tymi trudno$ciami.

Dwa paradoksy lingwistyczne

Inny charakter maja paradoksy zwiazane z jezykiem. Rozwazymy dwa: Grel-
linga i Berry’ego.

Paradoks Grellinga-Nelsona dotyczy pewnej kategorii przymiotnikdw.
Przymiotnik nazywamy autologicznym, jezeli ma okreslang przez niego wta-
snosé, np. polski czy szesciosylabowy. Pozostale przymiotniki nazywamy hete-
rologicznymi. Czy stowo heterologiczny jest autologiczne czy heterologiczne?

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli bylby autologiczny, to bylby heterologiczny. Ale
gdyby byt heterologiczny, bylby autologiczny. Nie da sie go poprawnie zakwa-
lifikowac.

Paradoks Berry’ego ilustruje pewne trudnoéci zwigzane z pojeciem definio-
walnosci.
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Zdefiniujmy poczatkowe liczby naturalne:

0 — rozwigzanie réwnania x + x = ;

1 — rozne od zera rozwigzanie réwnania ar = a;
2 —1+41;

Oczywiscie zdan, ktére zawieraja co najwyzej 100 znakéw (przyjmujemy usta-
long klawiature) jest skonczenie wiele. Rozwazmy zatem ,najmniejsza liczbe
naturalna, ktérej nie da sie zdefiniowaé za pomocg mniej niz 100 znakdw.”
Czy liczba ta ma taka krétka definicje czy nie?

Zadania
9. Czy istnieje zbiér o mocy wiekszej niz moc N, P(N), P(P(N), ...?

10. Korzystajac z uogélnionej hipotezy continuum udowodnij, ze jesli zbiory P(A) oraz P(B)
sg rownoliczne, to takze A oraz B sa réwnoliczne.

11. Czy w paradoksie Grellinga-Nelsona przymiotnik autologiczny jest autologiczny, czy he-
terologiczny?

12. W czasie kampanii wyborczej panowie Alfa, Beta i Gamma zlozyli nastepujace oswiad-
czenia:

Alfa: Beta zawsze klamie.

Beta: Gamma zawsze klamie.

Gamma: Alfa zawsze klamie.

Uzasadnij, ze przynajmniej dwa z tych o$wiadczen sa falszywe.

13. W czasie kampanii wyborczej panowie Alfa, Beta, Gamma i Delta zlozyli nastepujace
o$wiadczenia:

Alfa: Beta zawsze klamie.

Beta: Gamma przynajmniej czasem mowi prawde.

Gamma: Delta przynajmniej czasem kiamie.

Delta: Alfa zawsze mowi prawde.

Wykaz, ze doktadnie dwa z tych zdan sa prawdziwe.
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Twierdzenie
Cantora-Bernsteina

7 poprzedniego wykladu wiemy, ze relacja < na liczbach kardynalnych jest
zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna, ale dowdd tej ostatniej wtasno-
Sci pominelismy. Wtasno$¢ ta czesto jest wydzielana jako osobne twierdzenie
— twierdzenie Cantora-Bernsteina — gdyz jej dowdd jest wyraznie trudniejszy
niz dowéd dwu pozostalych.!

13.1 Podstawowe zastosowania

Nagprostsze zastosowanie - Moc zbioru P(N) - Ile punktow ma plaszczyzna? -
Zadania

Aby doceni¢ role tego twierdzenia, pokazemy, jak za jego pomoca wyznaczy¢
moc kilku waznych zbioréw. Dalsze zastosowania poznamy w nastepnym wy-
ktadzie.

Najprostsze zastosowanie

Dla wygody Czytelnika sformulujemy twierdzenie Cantora-Bernsteina w spo-
séb jawny:

TWwIERDZENIE 13.1.1 (Cantora-Bernsteina)
Dla dowolnych liczb kardynalnych #X, #Y , jezeli #X < #Y oraz #Y < #X,
to #X = #Y.

!Pierwsze dowody opublikowali niezaleznie Friedrich Schréder (1896) i Felix Bernstein
(1897), ale nazwa twierdzenie Cantora-Bernsteina-Schrodera jest w Polsce rzadko stosowana.
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Pokazemy, ze kazdy niejednopunktowy przedzial prostej ma moc ¢. Oczywiscie
kazdy taki przedzial, jako podzbiér prostej, ma moc co najwyzej c. Pozostaje
pokazaé, ze ma przynajmniej taka moc.

Przesumy przedzial (moc zbioru przy przesunigciu nie zmienia si¢) tak, aby
jego wnetrze pokrylo sie z przedziatem (0, a). Funkcja cotangens jest bijekcja
pomiedzy (0,7) a zbiorem R, wiec

ctg%x :(0,a) = R

jest bijekcja pomiedzy wnetrzem przesunietego przedziatu a cala prosta. Zatem
wnetrze to ma moc ¢. Przedzial uzupelniony o jeden badz dwa konice ma zatem
moc przynajmniej c.

Zauwazmy, ze w przypadku przedziatu otwartego mozemy zawsze znalezé jaw-
ny wzér definiujacy bijekcje pomiedzy R a tym przedzialem, tylko dla przedzia-
téw domknietych i domknieto-otwartych korzystamy tu z twierdzenia Cantora-
Bernsteina. Moglismy tez skorzysta¢ z twierdzenia 12.1.1. W dalszych zasto-
sowaniach oming¢ twierdzenie Cantora-Bernsteina jest duzo trudniej.

Moc zbioru P(N)
Kolejng wazng zaleznosé¢ wyodrebnimy jako osobne twierdzenie.
TWIERDZENIE 13.1.2 Rodzina wszystkich podzbioréw zbioru N ma moc c.

DowoOD: Przyporzadkujmy kazdemu podzbiorowi A C N jego funkcje charak-
terystyczng

) 0, gdyne A,
xaln) = { 1, gdyn¢ A,
czyli pewien cigg nieskonczony zerojedynkowy. Niech ag, a1, as, ... bedzie cig-

giem odpowiadajacym zbiorowi A. Przyporzadkowanie
A— 0, apaiasasg . ..

definiuje injekcje P(N) w odcinek [0, 1]. Zatem moc zbioru P(N) jest réwna co
najwyzej c.

Oczywiscie powyzsze przeksztalcenie nie jest bijekcjg. Musimy zatem jeszcze
pokazaé, ze moc zbioru P(N jest réwna przynajmniej ¢. W tym celu zdefi-
niujemy injekcje przedziatu [0,1) w zbiér P(N). Zapiszmy kazda z liczb tego
przedzialu w notacji dwdjkowej. Aby uniknaé¢ niejednoznacznosci przyjmiemy
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umowe, ze nie dopuszczamy ,ogondéw” z samych jedynek. Przyporzadkowujac
liczbie 0, agaias ... zbiér

A={neN:a, =0}

otrzymujemy zadang injekcje. Stad, na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina,
zachodzi zadana réwnosé.

7 powyzszego twierdzenia tatwo wywnioskowaé zaleznosé ogdlna: kazdy nie-
skoniczony zbidr przeliczalny ma ¢ podzbioréw.

Ile punktéw ma plaszczyzna?

Wykazemy teraz kolejny, raczej zaskakujacy, wynik: zbiory punktéow plaszczy-
zny i prostej sa rownoliczne. Oznacza to, ze zbiér punktéw plaszczyzny ma
moc c.

Jest oczywiste, ze zbiér punktéw plaszczyzny ma moc przynajmniej ¢, gdyz
zawiera prosta. Pozostaje wykazaé, ze zbidr ten ma moc co najwyzej c. Wie-
my, ze prosta jest réwnoliczna z przedziatem (0, 1). Podobnie plaszczyzna jest
réwnoliczna z kwadratem jednostkowym. Zadana bijekcja jest

f(z,y) = (ctgmz, ctgmy)

przeksztalcajaca kwadrat otwarty (0,1) x (0,1) na plaszczyzne R2. Skoro te
dwa zbiory sa réownoliczne, to wystarczy pokaza¢ injekcje kwadratu w prosta
R. Przyktadem takiej injekcji jest przeksztalcenie

9(0,z12223...,0,y192y3 . ..) = 0, T1Y1T2Y273Y3 - - .

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n tak-
ze R™ ma moc ¢. Inng metode i mocniejszy wynik pokazemy w nastepnym
wykladzie.

Zadania
1. Jaka moc ma rodzina nieskonczonych podzbioréw N7

2. Wykaz réwnolicznos$é przedzialéw [0, 1] oraz (0,1) nie korzystajac z twierdzenia Cantora-
Bernsteina. W tym celu zdefiniuj jakakolwiek bijekcje pomiedzy nimi.

3. Jaka moc ma zbiér wszystkich funkcji f: N — N?

4. Niech funkcja okreslona wzorem f(a) = (fz(a), fy(a)) bedzie bijekcja R na R?. Korzystajac
z funkcji f zdefiniuj bijekcje R na R3.
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13.2 Dowdd twierdzenia Cantora-Bernsteina*

Konstrukcja bijekcji - Zadania

Symbol < jest tak silnie kojarzony ze zwykta nieréwnoscia, iz wydaje sie, ze
nie ma tu czego dowodzi¢. Jednak rzecz jest mniej oczywista: na podstawie
dwu injekcji f : X — Y oraz ¢ : Y — X musimy zbudowaé¢ pewng bijekcje
h: X —-Y.

Konstrukcja bijekcji

7 zalozen twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze istniejg injekcje
f: X—>Y oraz g:Y —X.

Skonstruujemy bijekcje h: X — Y. W tym celu dla ustalonego y € Y rozwaz-
my ciag

1 = F ),
Yy = g (),
Ty = I (W)l

1
)
yo = g (W),

% o y

X

Z2 x1

Poniewaz funkcje f, g nie sa zazwyczaj surjekcjami (gdyby byly to nasze ro-
zumowanie byloby zbedne), wiec przynajmniej dla niektérych y konstrukcja
takiego ciggu gdzies sie konczy. Ostatni element nazwiemy praprzodkiem da-
nego y. Na rysunku praprzodkiem y jest yo.

Podzielmy elementy zbioru X na trzy klasy: A - praprzodek nalezy do X, B
- praprzodek nalezy do Y, C - elementy nie majace praprzodka:

f f

T — Yk, Tk—1 — Yk—1,
g g

Ye — Ty  Yk—1 — Tk—1,

f f f
Lk+1 = Yk+1, Tk — Yk Tr—1 = Yk-1,
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Funkcja
f(t), gdy praprzodek t € X,
h(t) ={ g~ '(t), gdy praprzodek t € Y,
f(t), gdy t nie ma praprzodka.

jest zadana bijekcja.

Istotnie, poniewaz zbiory A, B oraz C sa parami roztaczne, wiec funkcja h
jest poprawnie okreslona i réznowarto$ciowa. Niech y € Y. Jezeli praprzodek
y nalezy do X albo y nie ma praprzodka, to y = h(f~!(y)), jezeli praprzodek
y nalezy do X, to y = h(g(y)). Zatem funkcja h jest takze surjekcja.

Funkcje f musieliémy zmodyfikowaé¢, gdyz punkty nalezace do klasy B nie sa
jej wartosciami. Zauwazmy jeszcze, ze w trzecim przypadku wartosé szukanej
bijekeji mozna okreslié dowolnie: jako f(t) albo g~1(t).

Zadania

5. Jak uprosci¢ dowdd, gdy okaze sie, iz zaden praprzodek nie nalezy do X7

6. Niech f(z) = /2 bedzie injekcja zbioru [0, 1] w zbiér [0, 1), g(x) = x injekcja [0,1) w [0, 1].
Podaj jawny wzér na bijekcje h pomiedzy obu zbiorami, jaki otrzymamy stosujac konstrukcje

opisana wyzej.



Wyklad 14

Arytmetyka
liczb kardynalnych

Liczby naturalne mozna dodawaé, mnozy¢ i potegowaé. Pokazemy, jak te trzy
dziatania okresli¢ dla dowolnych liczb kardynalnych. W dalszej czedci poznamy
ich zastosowania.

14.1 Dodawanie i mnozenie liczb kardynalnych

Dodawanie liczb kardynalnych - Mnozenie liczb kardynalnych - Rozdzielnosé
mnozenia wzgledem dodawania - Zadania

Dzialania na liczbach kardynalnych definiujemy tak, aby wprowadzone defini-
cje dawaly w przypadku liczb naturalnych oczekiwane wyniki.

Dodawanie liczb kardynalnych

Niech m oraz n beda liczbami kardynalnymi. Wezmy jakiekolwiek zbiory roz-
laczne X, Y takie, ze m = #(X) oraz n = #(Y’). Sume liczb m, n definiujemy
wzorem

m+n=#XUY).

Zalozenie roztacznosci zbioréw X, Y jest konieczne, aby definicja dawala po-
prawny wynik dla skoniczonych liczb kardynalnych. Poniewaz operacja U jest
przemienna i taczna, wiec takze dodawanie liczb kardynalnych jest przemienne
i taczne.

Nietrudno wykazaé, ze suma m 4+ n nie zalezy od wyboru zbioréw X, Y repre-
zentujacych obie moce. To samo odnosi sie do iloczynéw i poteg liczb kardy-
nalnych.

116
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Wiemy, ze
#{0,1,2,3.. .} = #{-1,-2,-3,...} = #(Z) = Xy,
wiec
No+Ro=#({0,1,2,3,...}) + #{{ —1,-2,-3,...} = #(Z) = Xo.
Podobnie
cte=#R)+#Ry) =#R-_URy) =#R =c.

Przedostatnia réwnosé wynika stad, ze dodanie jednego elementu do zbioru
nieskonczonego nie zmienia jego mocy.

Wyglada na to, ze dodajac liczby kardynalne musimy starannie dobieraé roz-
taczne zbiory odpowiadajace danym liczbom kardynalnym. Na szczeScie aryt-
metyka liczb kardynalnych w praktyce okaze sie znacznie prostsza.

Mnozenie liczb kardynalnych

loczynem liczb kardynalnych m = #(X) oraz n = #(Y) nazywamy liczbe
mn =#(X xY).

Takze mnozenie liczb kardynalnych jest przemienne i taczne. Zachodzi tez roz-
dzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania. Dla dowodu przemiennosci zauwaz-
my, ze przeksztalcenie f(z,y) = (y,x) jest bijekcja ustalajaca réwnolicznosé
zbioréw X X Y oraz Y x X. Dowody dwu pozostatych wtasnosci sa podobne.
Przypomnijmy, ze produkt kartezjanski zbioréw przeliczalnych jest przeliczal-
ny, a w poprzednim wyktadzie pokazalidémy, ze ptaszczyzna jest réwnoliczna z
prosta. Zatem

NoRo = #(N) - #(N) = #(N x N) = Rg
oraz
cc = #(R) - #(R) = #(R x R) = #(R*) = #R = .
Zachodzi zaleznosé ogdlna:
TWIERDZENIE 14.1.1 Dla dowolnych nieskoriczonych liczb kardynalnych m, n

m + n = max(m,n) oraz mn = max(m,n).

Dowdd drugiej z tych rownosci jest trudny, pierwsza jest jej oczywista konse-
kwencja. Rzeczywiscie,

max(m,n) < m+ n < 2max(m,n) < mn = max(m,n),

z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze wszystkie powyzsze nieréwnosci
mozemy zastapié¢ réwnosciami, w szczegdlnosci max(m,n) = m + n.
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Zadania

1. Uzasadnij, ze dla dowolnej nieskoriczonej liczby kardynalnej m i dowolnej liczby naturalnej
n zachodzi réwnosé

—_———

2. Wykaz, ze:
a) jezelin+p=yp,ton < p;
b) jezelim +n=n<p, tom+n+p=p

3. Uzasadnij, ze mnozenie liczb kardynalnych jest: a) laczne; b) rozdzielne wzgledem doda-
wania.

4. Zatézmy, ze n < p, przy czym p jest nieskonczona liczba kardynalna. Uzasadnij, ze gdy ze
zbioru mocy p usuniemy n elementéw, to jego moc si¢ nie zmieni.

5.*% Wykaz, ze kazdy zbiér nieskoniczony mozna podzielié na dwa roztaczne zbiory tej samej
mocy.

14.2 Potegowanie liczb kardynalnych

Potegowanie liczb kardynalnych i jego wlasnosci - Pominiete dowody - Zadania

Przypomnijmy, ze wszystkich funkcji f : {1,2,...,n} — {0, 1} jest 2". Uogdl-
niajac te zalezno$é otrzymamy definicje potegi dla liczb kardynalnych.

Potegowanie i jego wlasnosci

Przypomnijmy, ze YX to zbiér wszystkich funkeji f: X — Y. Niech p = #Y,
m = #X beda liczbami kardynalnymi. Potege p™ okreslamy wzorem

Potegowanie to zachowuje podstawowe wtasnosci potegowania liczb natural-
nych:

PR = (), () =,
Doéé rutynowe, ale wymagajace starannosci, dowody tych wzoréw poprze-

dzimy dwoma kolejnymi twierdzeniami. W zastosowaniach arytmetyki liczb
kardynalnych odgrywaja one role kluczows.

TWIERDZENIE 14.2.1 Zbiér mocy m ma 2™ podzbiordw.

DowoOD: Niech X bedzie zbiorem mocy m. Kazdemu zbiorowi A C X przy-
porzadkujmy jego funkcje charakterystyczng y4 : X — {0,1} okreslona
warunkiem

xa(z) =1«—z € A
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Przyporzadkowanie A — x4 okre$la odpowiednios¢ wzajemnie jednoznacz-
na pomiedzy rodzina P(X) wszystkich podzbioréw X a zbiorem wszystkich
funkcji f : X — {0,1}. Istotnie, r6znym podzbiorom odpowiadaja rézne funk-
cje, a kazda funkcja f : X — {0,1} jest funkcja charakterystyczna pewnego
podzbioru X . Konkretnie zbioru A = {z € X : f(x) = 1}. Zatem

#P(X) = # ({0,1}%) = 2#9 = o,

Dwie najczesciej wystepujace liczby kardynalne wieksze od R to ¢ = #R oraz
2% — # P(N). Okazuje sie, ze sa one réwne.

TWIERDZENIE 14.2.2 Zachodzi réwnosé 280 = ¢,
DowOD: Funkcja
(‘107 a1,a9,as, .. ) — 0,apaia2as . ..

przyporzadkowuje kazdemu nieskonczonemu ciaggowi zerojedynkowemu (czyli
funkcji f : N — {0,1}) liczbe rzeczywista. Funkcja ta jest oczywiscie rézno-
wartosciowa, wiec

R0 — 4 ({o, 1}N) <HR =

Na odwrét, przyporzadkujmy liczbie rzeczywistej ag,ajasas ... z przedziatu
[0,1) zapisanej w ukladzie dwojkowym ciag (ag, a1, az,as,...). Aby przypo-
rzadkowanie to bylo poprawnie okreélone, musimy po raz kolejny, przyja¢ umo-
we, ze nie dopuszczamy ,.ogonéw” jedynek. Oczywiscie przyporzadkowanie to
jest injekcja. Przypomnijmy, ze dowolny przedziat prostej ma moc continuum.
Zatem

c=#0.1) < #({o.1)7) = 2.
Na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina zachodzi zadana réwnosé.

Mozemy teraz da¢ duzo krétsze uzasadnienie réwnolicznosci plaszczyzny z
prosta:
#(R X R) = ¢-c=2%.2% — 9%otRo _ 9% _

Pominiete dowody

Przy pierwszej lekturze warto pewnie te dowody pominaé. Nie sa one glebokie,
ale przy braku doswiadczenia z podobnymi dowodami moga sprawia¢ trudno$c.
Zacznijmy od réwnosci p™p" = p™t™. Niech m = #(X), n = #(Y), p = #(2),
przy czym zbiory X, Y sa rozlaczne. Lewa strona to moc zbioru ZXYY | prawa
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za$ to moc zbioru ZX x ZY. Przyporzadkowujmy parze funkcji f : X — Z,
g:Y — Z funkcje h: X UY — Z wzorem

_ ) f(t), gdyteX,
) = { g(t), gdyteY.

Przyporzadkowanie to jest oczywiscie zadang bijekcja.

Przejdzmy do dowodu réwnosci mPnP = (mn)P. Zachowujac poprzednie ozna-
czenia mamy teraz pokazaé réwnolicznoéé zbioréw ZX x ZY oraz ZX*Y . Parze
funkcji f: Z — X, g: Z — Y przyporzadkujmy funkcje h: Z — X x Y dana
wzorem

[h(f,9)] (8) = (f(2), 9(2))

Oczywidcie przyporzadkowanie to jest réznowarto$ciowe. Jest bijekcja, gdyz
funkcja h(t) = (f(t),g(t)) jest wartoscia tego odwzorowania dla pary (f,g).

Dowéd réwnosci (m")? = m™ jest dogé subtelny. Mamy tu znalezé odpowied-
nio$¢ wzajemnie jednoznaczna pomiedzy zbiorami

(XY>Z oraz XYxZ,

Oznacza to, ze kazdej funkcji f : Z — XY nalezy przyporzadkowaé w sposob
wzajemnie jednoznaczny funkcje f*:Y x Z — X. Zadang funkcja jest

f(y,2) = [f ()] (v)-

Czytelnik moze sprawdzi¢, ze przyporzadkowanie f — f* jest bijekcja.

Zadania

6. Znajdz moc zbioru:

a) ciagéw nieskonczonych o wyrazach rzeczywistych;
b) funkcji f: R — R;

¢) relacji dwuargumentowych na R;

d) wszystkich relacji na R.
7

. Znajdz moc zbioru ciggéw zbieznych o wyrazach:
a) rzeczywistych;
b) naturalnych.

8. Znajdz moc zbioru relacji réwnowaznosci na N.

9.* Znajdz moc rodziny wszystkich wypuklych podzbioréw plaszczyzny.
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14.3 Zastosowania

Liczba funkcji cigglych f : R — R - Bijekcje N - Konstrukcja bardzo osobliwej
funkcji - Zadania

Pokazemy teraz, jak za pomoca twierdzenia Cantora-Bernsteina wyznaczaé
moc rozmaitych zbioréw, a pod koniec skonstruujemy funkcje o bardzo niein-
tuicyjnych wtasnosciach.

Liczba funkcji ciggltych f: R — R

Kazda funkcja ciggla f : R — R jest wyznaczona przez swoje wartoéci w
punktach wymiernych (tu wlasnie korzystamy z ciaglodci). Zatem funkcji ta-
kich moze by¢ co najwyzej tyle, ile jest wszystkich funkcji f: Q — R, czyli co
najwyzej

Mo = (2NO)NO = 2% — 9% — ¢,

Oczywiscie funkcji ciagglych f : R — R jest przynajmniej ¢, gdyz funkcjami
takimi sa wszystkie funkcje stale. Zatem wszystkich takich funkcji jest c.

Skonczone podzbiory R

Podzbioréw n-elementowych R jest co najwyzej tyle, ile ciagdéw tej dlugosci.
Oznaczmy zbidr takich ciagéw przez A,. Ma on moc # (R") = ¢" = ¢. Zatem
wszystkich takich zbioréw jest co najwyzej,

# <Ej An> <NOC=C.
n=1

Oczywiscie takich podzbioréw jest tez przynajmniej ¢, bo tyle jest podzbioréw
jednoelementowych. Zatem wszystkich skonczonych podzbioréw jest .

Bijekcje N
Przypomnijmy, ze w przypadku zbioréw skoniczonych bijekcja f : A — A to po
prostu permutacja. Na pytanie o liczbe permutacji na zbiorze n-elementowym
znamy odpowiedz: jest ich n!. Spojrzmy teraz, jak wyglada odpowiedZ na
analogiczne pytanie dla najprostszego zbioru nieskonczonego.
Kazda bijekcja zbioru N jest pewna funkcja f : N — N, wiec jest ich co
najwyzej
N
Ry < (2%) =2 =2 =

Pokazemy, ze jest ich doktadnie c.
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W tym celu skonstruujemy rodzine bijekcji zlozona przynajmniej (w istocie
dokladnie) z ¢ elementéw. Podzielmy zbiér N na pary: Ag = {0,1}, A1 = {2, 3},
As = {4,5} itd. Kazdemu zbiorowi A C N przyporzadkujmy bijekcje 74, ktéra
zamienia miejscami elementy wszystkich par A; dla ¢ € A, pozostale za$ liczby
pozostawia na swoim miejscu. Takich bijekcji jest tyle, ile podzbioréw N, czyli
2% — ¢,

Konstrukcja bardzo osobliwej funkcji*

Funkcja tg x na przedziale (-7, 5) przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste.
Nietrudno zmodyfikowaé te funkcje tak, aby przyjmowata wszystkie wartosci
rzeczywiste na zadanym przedziale (a,b). Nasza osobliwa funkcja bedzie mia-
ta wlasno$é mocniejsza, z pozoru niemozliwa: bedzie przyjmowaé wszystkie
wartosci rzeczywiste na kaZdym niepustym przedziale otwartym.

Rozwazmy relacje réwnowaznoéci ~ na R zadana warunkiem
(z~y) — (2-yeQ).

Kazda klasa abstrakcji tej relacji ma moc ¥g. Niech m bedzie liczba klas abs-
trakeji. Suma wszystkich klas abstrakcji ma moc m - Xy = m. Ale ta suma, to
cala prosta, zatem liczba klas abstrakcji wynosi m = «¢.

Rozwazmy bijekcje ¢, ktora kazdej z klas abstrakcji przypisuje pewna liczbe
rzeczywista. Funkcja

f(x) =¢([z]~)
ma zadana wlasnoé¢. Rzeczywiscie, kazda klasa abstrakeji to przesuniety réw-
nolegle zbior Q, kazdy taki zbidr jest gesty w R, tzn. przecina dowolny przedzial

otwarty. Zatem na kazdym przedziale otwartym funkcja f przyjmuje wartosci
odpowiadajace wszystkim klasom, czyli wszystkie wartosci rzeczywiste.

Zadania

10. Ile jest wszystkich funkcji f : R — N7 Ile sposrdéd nich to funkcje ciagle?
11. ZnajdZ moc zbioru nieskoniczonych przeliczalnych podzbioréw prostej.
12. Na ile sposobéw mozna uporzadkowaé liniowo zbiér N7

¢ OO

13. Relacja ,,A ~ B «— zbiér(A+ B) jest skoniczony” jest relacja réwnowaznosci na rodzinie
P(N) podzbioréw N. Ile klas abstrakcji wyznacza ta relacja?

14.* Znajdz moc zbioru bijekcji f : R — R. Mozesz zalozy¢ prawdziwosé uogdlnionej hipotezy
continuum.

15.% Tle jest funkcji $cile rosnacych: a) f: N — N; b)* f: R — R?
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Teoria ZF i liczby porzadkowe

Dotychczas nie podjeliSmy bardzo podstawowej kwestii zwiazanej z arytmety-
ka liczb kardynalnych: czy kazde dwie liczby kardynalne sa porownywalne? To
przemilczenie nie jest przypadkowe, odpowiedz zalezy od tego, jaka aksjoma-
tyke teorii mnogosci przyjmiemy za podstawe dalszych rozwazan.

Odpowiedzia na paradoks Russella — zwiazany ze zbiorem wszystkich zbioréw
— i inne podobne klopoty natury logicznej byta aksjomatyzacja teorii mno-
gosci. Do czaséw Russella matematycy mogli operowaé swobodnie dowolnymi
zbiorami. Od czaséw aksjomatyzacji teorii mnogosci mozna byto operowaé
tylko zbiorami, ktorych istnienie dato sie wyprowadzi¢ z aksjomatow. Zbidr
wszystkich zbioréw tej wlasnosci nie miatl.

Liczby porzadkowe stanowie uogélnienie liczebnikéw naturalnych (pierwszy,
drugi, trzeci, ...) na przypadek zbioréw nieskoniczonych. Odkryjemy je przy
okazji formutowania jednego z aksjomatéw teorii ZF.

15.1 Aksjomaty teorii ZF

Pieé poczgtkowych aksjomatéw - Aksjomat nieskoniczonosci - Trzy aksjomaty
(prawie) ostatnie - Aksjomat wyboru i dobre porzqdki - Zadania

Przyjeta obecnie aksjomatyka teorii mnogosci zostala zaproponowana przez
Ernsta Zermelo (1908), a uzupelniona przez Abrahama Fraenkla (1921). Ma-
tematyka rozwijana na bazie tych aksjomatéw znana jest dzis jako teoria ZF.
Aksjomaty formulowaé bedziemy w jezyku tylko czesciowo formalnym.

W praktyce matematycznej zbiory oznaczamy duzymi literami, a ich elementy
— malymi. Na gruncie formalnej teorii mnogoéci wszystkie obiekty sg zbiora-
mi, wiec takie rozroznienie nie ma sensu. Zwyczajowo wszystkie zbiory ozna-
czamy maltymi literami.
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Pie¢ poczatkowych aksjomatow

A1l (ekstensjonalno$ci)
Dla dowolnych x, y

r=y« (V2)(z €2 2z €y).

Innymi stowy, zbiory sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.

A2 (pary) Dla dowolnych z, y istnieje zbiér {x,y} taki, ze dla dowolnego =z
ze{z,yt —— (z=2aVz=y).

Oznacza to, ze dla dowolnych x, y istnieje zbiér ztozony z tych elementéw.
Poniewaz z nie musi by¢ rézne od y, wiec wynika stad istnienie zbioréw jed-
noelementowych {z} = {z,z}.

Pare¢ uporzadkowana definiuje si¢ (wedlug pomystu Kuratowskiego) jako zbior

{z,{z, y}}.

Istotnie, zbiér ten pozwala odréznié, ktéry element jest traktowany jako pierw-
szy, a ktéry jako drugi.

A3 (sumy) Dla kazdego x istnieje zbiér bedacy suma zbioréw nalezacych do
x. Formalnie, dla kazego x

Jy (Vz(zey«— I(z€tNtex)).

W jezyku potocznym suma ustalonego elementu nie zawsze ma sens, gdyz
nie kazdy obiekt jest zbiorem. Na gruncie formalnej teorii ZF zaklada sie,
ze uniwersum matematyczne sktada sie wytacznie ze zbioréw. Tylko dlatego
powyzszy aksjomat ma sens.

A4 (zbioru pustego) Istnieje zbiér pusty, tzn. taki zbiér z, ze
Yy (y ¢ ).

A5 (zbioru potegowego) Dla kazdego x istnieje zbiér potegowy P(x). Aby
formalne sformutowanie nie bylo zbyt skomplikowane, zdefiniujmy najpierw
zawieranie zbioréw:

zCx«—Vt(tez—1teux).

Aksjomat zbioru potegowego méwi, ze dla kazdego x istnieje y takie, ze

Vz(z €y« 2z C ).
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Aksjomat nieskonczonosci

Dotychczasowe aksjomaty byly dosé oczywiste. Bylo raczej jasne, jak odpo-
wiednig wlasnosé sformutowaé. PrzejdZzmy do pierwszego z nieoczywistych:
glosi on, ze istnieje zbiér nieskonczony. Naturalnym sformulowaniem byloby:
Istnieje x takie, ze x ma nieskonczenie wiele elementéw. Niestety nietatwo na
tym etapie nada¢ sens temu wyrazeniu. Jak obejé¢ te trudnosé, pokazemy w
dalszej czesci wyktadu. Na razie zadowolimy sie sformutowaniem catkowicie
nieformalnym.

A6 (zbioru nieskonczonego) Istnieje zbiér nieskonczony.

Trzy aksjomaty (prawie) ostatnie

Dwa kolejne aksjomaty moéwia, jak z danego zbioru powstaja nowe: przez ope-
racje wyrdzniania czy tez obraz zbioru.

A7 (wyrézniania) Dla dowolnego x i dowolnej formuly ¢ istnieje zbior y
taki, ze
Vz(z €y« (z €z A P(2)).

Innymi stowy z kazdego zbioru mozna wycia¢ podzbiér ztozony z wszystkich
jego elementéw spelniajacych zadana formute.

A8 (zastgpowania) Dla dowolnego z i dowolnej funkeji f okreslonej na x
istnieje obraz f(x).

Jest to sformulowanie bardzo nieformalne. W pelni poprawne sformulowania
wymagaloby obejscia terminéw funkcja i obraz funkcji, na razie na gruncie ZF
niezdefiniowanych.

Ostatni z tej serii aksjomatéw ma charakter bardziej tajemniczy.

A9 (regularnosci albo ufundowania) Dla dowolnego z istnieje y € x taki,
zey Nz =0

Zastan6éwmy sie, co by byto gdyby ten aksjomat byt fatszywy. W takim przy-
padku dla pewnego x i dowolnego y € x zbiér y Nz byltby niepusty. W takiej
sytuacji istnialby ciag nieskonczony

...EY3 €Y €Y1 €.

Aksjomat regularnosci gwarantuje, ze taka nieintuicyjna sytuacja nie pojawi
sie. W szczegdlnosci, dla dowolnego z mamy x ¢ x.
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Aksjomat wyboru i dobry porzadek

Teoria zbudowana na bazie tych dziewieciu aksjomatéw znana jest jako teo-
ria ZF. W praktyce matematycy przyjmuja jeszcze jeden aksjomat, aksjomat
wyboru (Axiom of Choice). Teoria ZF wzbogacona o ten aksjomat znana jest
jako teoria ZFC.

A10 (wyboru) Dla dowolnej rodziny niepustych zbioréw parami roztacznych
istnieje zbiér majacy z kazdym ze zbioréw tej rodziny doktadnie jeden wspolny
element.

Ten niewinnie wygladajacy aksjomat wywolywal w swoim czasie spore kon-
trowersje. W nastepnym wykladzie postaramy sie wyjasnié¢, dlaczego.

Tam tez zobaczymy, ze aksjomat wyboru jest $cisle zwiazany z pojeciem do-
brego porzadku. Dobrym porzadkiem na zbiorze A nazywamy porzadek
liniowy taki, ze dowolny niepusty podzbiér A ma element najmniejszy. Naj-
wazniejszym przykladem jest naturalny porzadek na N. Oto inny przyktad
takiego porzadku:

0,2,4,6,...,1,3,5,. ..
Mozna podaé wiele innych przyktadéw, ale zwykle sg sztuczne.

Dwa zbiory dobrze uporzadkowane maja ten sam typ porzadkowy, gdy istnieje
pomiedzy nimi izomorfizm porzgdkowy. O dwu takich zbiorach méwimy, ze
maja te sama liczbe porzadkowa. Innymi stowy, liczba porzadkowa to typ
zbioru dobrze uporzadkowanego.

Zwr6é uwage, ze o ile liczba kardynalna (moc) zbioru jest cecha samego zbioru,
to liczba porzadkowa (typ uporzadkowania) zalezy od przyjetego porzadku.
Naturalny porzadek na N i nietypowy pokazany wyzej maja oczywiscie inny
typ. W porzadku naturalnym tylko 0 nie ma bezposredniego poprzednika, w
tym drugim odnosi sie to takze do 1.

Liczby naturalne pozwalaja nam numerowaé elementy zbioru przeliczalnego.
Za pomocy liczb porzadkowych bedziemy mogli numerowaé takze elementy
zbioréw nieprzeliczalnych.

W dalszej czesci wyktadu dojdziemy do liczb porzadkowych inng droga, wpro-
wadzimy tez oznaczenia. Przy tych oznaczeniach naturalny porzadek na N
okaze sie porzadkiem typu w, podany wyzej mniej typowy — porzadkiem ty-
Pu w + w.
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Zadania
1. Zapisz w jezyku formalnym, tzn. korzystajac wytacznie z symboli logicznych i znaku
réwnosci:
a) z jest zbiorem jednoelementowym;
b) istnieje zbiér przynajmniej dwuelementowy;
c) istnieje zbiér co najwyzej dwuelementowy.
2. Zapisz w jezyku formalnym formute ,y jest potega zbioru z” nie korzystajac z symbolu
zawierania.
3. Porzadek
0,3,6,...,1,4,7,...,2,5,8,...

ma oczywiscie inny typ porzadkowy niz nietypowy porzadek rozwazany w tekscie. Podaj
przynajmniej dwie wlasnosci sformutowane w jezyku porzadkéw (poprzednik, nastepnik itd.),
ktore réznig te dwa porzadki.

NV

4. Zbidr jest skonczony, gdy jego moc jest liczba naturalng. Zdefiniuj pojecie zbioru skon-
czonego nie korzystajac z liczb kardynalnych (w szczegdlnosci z naturalnych).

15.2 Aksjomat nieskoniczonosci i liczby porzadkowe
Aksjomat nieskoriczonosci i liczby naturalne - Duza 2 czyli wy - Zadania

Przejdzmy teraz do obiecanej formalnej postaci aksjomatu nieskonczonosci.
Przy okazji odkryjemy liczby porzadkowe. Pozwola one przedtuzy¢ numeracje
pierwszy, drugi, trzeci, ... na poziom pozaskonczony.

Aksjomat nieskonczonosci i liczby naturalne

Liczby naturalne petnia dwie odrebne funkcje. Stuza do zliczania obiektow:
jeden, dwa, trzy, ..., ale takze do numerowania: pierwszy, drugi, trzeci, ....
Na poziomie zbioréw skonczonych te dwie funkcje sa prawie nieodréznialne, ale
na poziomie nieskonczonym réznia sie zasadniczo. Liczba kardynalna okresla
moc zbioru, liczba porzadkowa — potozenie elementu w ciagu: skoniczonym,
nieskonczonym albo pozaskonczonym, ten ostatni termin wyjasni sie wkrotce.

Przypomnijmy, iz aksjomat nieskoniczonosci gltosi, ze istnieje zbiér nieskonczo-
ny. W formalnym jezyku teorii mnogosci mozemy to wyrazi¢ nastepujaco:

dJr WexnVMylyex—yU{y}tex)).
Spojrzmy, jak wygladaja kolejne elementy tego zbioru:

0, 0uU{0} ={0}, {0yu{{0}} ={0,{0}},...
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W podobny sposéb otrzymujemy kolejne elementy tego zbioru. Jest jasne, ze
jest to zbidr nieskonczony. Gdy pokazemy jeszcze dwa kolejne tatwiej bedzie
dostrzec ogoélna postaé tych zbiordw:

0, {0}, {040}, {0,{03,{0,{0}}},  {0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0, {0}}}}

Na gruncie formalnej teorii mnogosci kolejne elementy tego zbioru nazywa-
my liczbami naturalnymi i oznaczamy 0, 1, 2, 3, ...Zauwaz, ze kazda liczba
naturalna definiowana jest tu jako zbiér jej poprzednikéw.

1= {0}7 2= {071}7 3= {07172}7 4= {0717273}7"-

Zauwazmy jeszcze, ze przy takiej formalizacji relacja mniejszosci na N definio-
wana jest jako zawieranie.

Liczby porzadkowe

Spéjrzmy, co dzieje sie dalej. Oznaczmy przez w zbidér liczb naturalnych, takie
nietypowe oznaczenie stosujemy, gdy myslimy o N jako zbiorze uporzadkowa-
nym:

w=1{0,1,2,3,...}.
Po nich nastepuja w + 1, w + 2 itd.:
w+l=wU{w}=1{0,1,2,3,... ,w},
wH+2=(w+1)U{w+1}={0,1,2,3,...,w,w+1},...

Po nieskonczenie wielu krokach natrafimy oczywiscie na
wt+w={0,1,2,3,...,w,w+ l,w+2,w+3,...},
Skonstruowane w ten sposéb zbiory nazywamy liczbami porzadkowymi,

a ciag numerowany takimi liczbami ciggiem pozaskonczonym.

Zauwaz, ze liczba porzadkowa jest zbiorem, przy czym wraz z kazdym elemen-
tem zawiera tez wszystkie go poprzedzajace. Na odwrét, zbior liczb porzad-
kowych zawierajacy wraz z kazda liczbg takze wszystkie ja poprzedzajace jest
liczba porzadkowa.

Relacja zawierania jest porzadkiem liniowym na liczbach porzadkowych. Moz-
na wykazaé, ze jest to dobry porzadek.

Zauwazmy jeszcze, ze liczby porzadkowe dzielg sie na dwie kategorie: liczby
nastepnikowe tzn. takie liczby, ktére maja bezposredniego poprzednika (do-
datnie liczby naturalne, w + 1, w + 2, w + w + 1 itp.) oraz pozostale, zwane
granicznymi (w, w + w, w? itp.).
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Duza omega, czyli w;

Wszystkie dotychczas rozwazane liczby byty typami zbioréw przeliczalnych.
W nastepnym wykladzie przekonamy sie, ze przy zatozeniu aksjomatu wyboru
kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé, tak wiec musza istnie¢ tez liczby
porzadkowe odpowiadajace zbiorom nieprzeliczalnym. Najmniejsza z nich jest

w1 =10,1,2,3,...w,w+1Lw+2,..., 0w+ 1,0 +2 ...},

dawniej oznaczana symbolem 2. Zauwaz, ze cho¢ sama wq jest nieprzeliczalna,
to kazda liczba porzadkowa od niej mniejsza jest przeliczalna.

Liczbe porzadkowa majaca moc wieksza niz ktérykolwiek z jej poprzednikéw
nazywamy poczatkowa. W szczegélnosci, taki liczbami sg wszystkie liczby
naturalne, w (oznaczana dalej symbolem wy), wy. Kolejna liczba poczatkowa
jest wo itd. Oczywiscie nieskonczone liczby poczatkowe sa granicznymi.

Pozaskonczona os liczbowa i skala aleféw

Pamietajmy, ze formalnie kazda z liczb porzadkowych to zbiér jej poprzedni-
kow. Dlatego mozemy méwié o mocach liczb porzadkowych. Moce liczb wy,
w1, Wy, ...o0znaczamy symbolem odpowiednio Ng, N1, No, ...

Wyobrazmy sobie pozaskonczony odpowiednik osi liczbowej. Po liczbach na-
turalnych pojawia sie wp (i odpowiadajaca jej liczba kardynalna Ng), potem
nieprzeliczalnie wiele przeliczalnych liczb porzadkowych wg+1, wg+2, ..., az
wreszcie pojawi sie wy (a wraz z nig znéw liczba kardynalna X;), po niej mnoé-
stwo kolejnych liczb porzadkowych i znéw poczatkowa liczba porzadkowa wo
i jej kardynalny odpowiednik Ny itd. Liczby kardynalne wystepuja tu rzadko,
gdyz odpowiadaja tylko poczatkowym liczbom porzadkowym.

Skala aleféw (i omeg) jest niewyobrazalnie dluga. Fakt ten wyraza ponizsze
twierdzenie.

TWIERDZENIE 15.2.1 (Buraliego-Fortiego)
Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzgdkowych.

DowoOD: Zalézmy, ze taki zbior istnieje. Gdyby tak bylo, bylby on pewna licz-
ba porzadkowa a. Ale wéwczas mielibySmy « € «, sprzecznosé z aksjomatem
regularnosci.

Twierdzenie to stanowi kolejne ostrzezenie, by wyrazenia ,zbiér wszyst-
kich ...” w teorii mnogosci uzywacé ostroznie.
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Zadania

5. Dla jakich zbioréw dobrze uporzadkowanych porzadek odwrotny tez jest dobrym porzad-
kiem?

6. Podaj przyktad podzbioru R uporzadkowanego przez relacje < w typ: a) w + 1; b) w typ
W+ w.

7. Uporzadkuj N w typ w?, czyli najmniejszy typ porzadkowy wiekszy od typéw w, w + w,
wHwtw, ...

¢ 00
8. Rozwazmy formule ¢(z)

BexA(Vy(ycx —yuU{y} €x)).

Aksjomat nieskoniczonosci Ix¢(x) glosi, ze istnieje zbiér zawierajacy N. Korzystajac z for-
muly ¢(x) zapisz zdanie ,Istnieje zbiér réwny N.”

9. Uzasadnij, ze kazdy przeliczalny podzbior wi jest ograniczony.

10. Uzasadnij poprawnosé¢ zasady indukcji pozaskonczonej: Jezeli dla dowolnej liczby
porzadkowej a z prawdziwosci T'(8) dla wszystkich 8 < a wynika prawdziwosé T'(a), to
T(a) zachodzi dla wszystkich .

11. Otwartym podzbiorem prostej nazywamy zbiér bedacy suma (skoriczonej lub nieskori-
czonej) rodziny przedzialéw otwartych. Rodzina zbioréw borelowskich prostej, to naj-
mniejsza rodzina zbioréw zawierajaca wszystkie podzbiory otwarte i zamknieta ze wzgledu
na trzy operacje: dopelnienie, przeliczalng sume, przeliczalny przekrdj.

a) Uzasadnij, ze kazdy przeliczalny podzbiér prostej jest borelowski.

b) Wyjasnij, dlaczego w powyzszej definicji mozna pominaé warunek zamknietosci na prze-
liczalne przekroje.

¢)** Wykaz, ze nie kazdy podzbiér prostej jest borelowski.

Wsk.: Wykorzystaj ponizsza hierachie zbioréw borelowskich:

- Bp rodzina zbioréw otwartych;

- dla @ < w1 Bayi1 sklada sie z przeliczalnych sum zbioréw nalezacych do B, oraz ich
dopelnien;

- dla granicznych A < w1 By = Ua<A B..

15.3 Zermelo, Godel i Cohen

Te trzy nazwiska symbolizuja w skrécie historie aksjomatycznej teorii mno-
gosci. Zermelo nadat teorii mnogosci charakter teorii aksjomatycznej, Godel i
Cohen wyjasnili status dwu najwazniejszych jej problemoéw.

Ernst Zermelo (1871-1953), matematyk niemiecki. Studiowal matematy-
ke, fizyke i filozofie w Berlinie, Halle i Fryburgu. Poéréd jego nauczycieli byli
fizyk Max Planck, matematyk Ferdinand Frobenius i filozof Edmund Husserl.
Doktoryzowal sie¢ praca z rachunku wariacyjnego, promotorem byl Hermann
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Amandus Schwarz. Po dwu latach asystentury u Maxa Plancka przenosi sie
do Getyngi, gdzie habilituje si¢ (1899) praca z kinetycznej teorii gazéw. Choé
stawe przyniosty mu osiagniecia z teorii mnogoéci, fizyka matematyczna zaj-
mowal sie przynajmniej do lat 30. W roku 1904 publikuje dow6d twierdzenia
o dobrym porzadku. Mimo kontrowersji wokét dowodu praca ta zapewnia mu
rok pézniej profesure w Getyndze. Nastepne lata poswieca na usciSlenie do-
wodu, prowadzi to stworzenia podstaw aksjomatycznych teorii mnogosci. W
roku 1910 zostaje profesorem uniwersytetu w Zurychu, ale w roku 1916 od-
chodzi stamtad z powodu gruzlicy. Powraca do Niemiec, odtad utrzymuje sie
ze skromnej emerytury i lekcji prywatnych. Byl zapalonym szachista. Z tych
zainteresowan wyrosta jego praca o grach z pelng informacja.

Kurt Godel (1906-1978), austriacki logik i matematyk, ur. w Brnie, zm.
w Princeton. W okresie przedwojennym zwiazany z Wiedniem. Poczatkowo
zamierzal zostaé fizykiem, ale fascynujace wyktady Philippa Furtwanglera z
teorii liczb sklonily go do zajecia sie matematyka. Doktoryzowatl sie pod kie-
runkiem Hansa Hahna praca (tez dzi$ klasyczna) o pelnosci rachunku zdan.
Od roku 1940 w Instytucie Studiéw Zaawansowanych w Princeton. Wymienia-
ny czesto jako najwybitniejszy logik od czaséw Arystotelesa. Napisal niewiele
prac, ale niemal kazda z nich w istotny sposéb wptyneta na logike matematycz-
na, teorie mnogodci i inne dziaty podstaw matematyki. W okresie powojennym
— w Princeton — zajmowal sie takze kosmologia. Nalezal do najblizszych
przyjaciét Einsteina i wspottwércy teorii gier Oskara Morgensterna.

Paul Joseph Cohen (1934-2007), matematyk amerykanski. W latach 1950-
1953 studiowal na Brooklyn College, ale studia te przerwal, gdy dowiedziat sie,
ze dwa lata nauki w kolegium wystarcza, by podjaé dalsze studia na Uniwer-
sytecie w Chicago. Juz rok pézniej, w roku 1954, uzyskuje tam magisterium,
a cztery lata pdzniej doktorat, na podstawie pracy poswieconej szeregom try-
gonometrycznym. Promotorem jest Antoni Zygmund, przed wojng profesor
uniwersytetu wilenskiego. Kolejny etap kariery to roczne staze w najbardziej
prestizowych instytucjach: Massachusetts Institute of Technology oraz Insty-
tucie Studiéw Zaawansowanych w Princeton. Od roku 1961 do roku 2004, gdy
przechodzi na emeryture, jest profesorem Uniwersytetu Stanforda. Rok 1963
przynosi dwa najstawniejsze jego wyniki: dowdd niezaleznosci aksjomatu wy-
boru i hipotezy continuum od pozostatych aksjomatéw ZF. Przynajmniej przez
dalsze kilkadziesiat lat rozwdj teorii mnogosci byt silnie zwigzany z pracami
Cohena. W roku 1966 otrzymal Medal Fieldsa, jedyny przypadek uhonorowa-
nia ta nagroda wynikéw z podstaw matematyki. Choé¢ Cohen mial tez wybitne
osiagniecia w zakresie analizy matematycznej, ging one w cieniu jego funda-
mentalnych odkryé w teorii mnogosci.
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Aksjomat wyboru
1 jego konsekwencje

W dawnej matematyce dowdd istnienia obiektu o zadanych wtasnosciach nie-
mal zawsze sprowadzal sie do jego konstrukcji. W teorii mnogosci i innych
nowszych dyscyplinach matematyki zjawiskiem powszechnym sa dowody nie-
konstruktywne: dowodzi sie istnienia pewnego obiektu, nie wskazujac konkret-
nego przyktadu. W takich dowodach jednym z najwazniejszych narzedzi jest
aksjomat wyboru. Poczatkowo budzil on spore zastrzezenia, ale dzi$ jest za-
sadniczo powszechnie akceptowany.

16.1 Aksjomat wyboru
Kilka prostych wnioskow - Pozyteczna rownowazno$é - Zadania

Z podstawowym sformutowaniem aksjomatu wyboru zetkneliSmy sie juz w po-
przednim wykladzie. Teraz wyprowadzimy z niego kilka najprostszych wnio-
skéw.

Kilka prostych wnioskéw

Przypomnijmy: aksjomat wyboru glosi, ze dla dowolnej rodziny zbioréow para-
mi roztacznych istnieje zbiér majacy z kazdym ze zbioréw tej rodziny doktadnie
jeden wspdlny element. Czesto korzystamy z niego w nieco innej postaci:

TWIERDZENIE 16.1.1 Dla dowolnej rodziny zbioréw {Ay : t € T'} istnieje funk-
cja f: T — Uer At taka, Ze f(t) € Ay dla dowolnego t € T.

Funkcja, o ktorej mowa wyzej, zwana jest funkcja wyboru.

132
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DowOD: Aksjomat wyboru méwi o rodzinie zbioréw parami roztacznych. Roz-
wazmy zatem rodzine
{AtX{t}tGT}

Tak zmodyfikowana rodzina ,kopii” zbioréw A; jest juz parami rozitaczna.
Zatem na mocy aksjomatu wyboru istnieje zbiér {(a¢,t) : t € T'} zawierajacy
po jednym elemencie z kazdego zbioru A; x t. Przyporzadkowanie f(t) = a;
jest zadang funkcja.

Oczywiscie z powyzszego twierdzenia wynika oryginalna wersja aksjomatu wy-
boru. Aksjomat i ostatnie twierdzenie sa réwnowazne.

WNIOSEK 16.1.1 Iloczyn kartezjanski dowolnej rodziny zbiorow miepustych
jest zbiorem niepustym.

Istotnie, niech {A; : ¢ € T'} bedzie rodzing zbioréw niepustych, a funkcja f
funkcja wyboru dla tej rodziny. Funkcja f jest elementem zadanego iloczynu.
Zauwazmy, iz uzasadnienie niepustosci iloczynu kartezjanskiego zbioréw nie-
pustych w konkretnych przypadkach rzadko wymaga zastosowania aksjomatu

wyboru. Zazwyczaj mozemy wskaza¢ konkretny element tego iloczynu. Tylko
dowodd twierdzenia ogdlnego odwoluje sie do tego szczegdlnego aksjomatu.

Pozyteczna réwnowaznosé

Wykazemy teraz proste, ale wazne twierdzenie, w ktérego dowodzie korzysta-
my z aksjomatu wyboru w sposéb szczegdlnie wyrazny.

TWIERDZENIE 16.1.2 Injekcja f : X — Y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje surjekcja g : Y — X.

DowoOD: Niech f : X — Y bedzie injekcja, f(X) C Y obrazem X, a € X
jakimkolwiek ustalonym elementem. Funkcja g : Y — X okreSlona wzorem

oy) = F M), jesliy € F(X);
a, w przeciwnym przypadku
jest zadana surjekcja.
Na odwrét, niech g : Y — X bedzie surjekcjg. Zbiory {g7(z) : € X} sa
zatem niepuste i parami roztaczne. Na mocy aksjomatu wyboru istnieje zbiér

A majacy z kazdym elementem tej rodziny doktadnie jeden punkt wspélny,
oznaczmy go przez a,. Funkcja zadana wzorem f(x) = a, jest zadana injekcja.
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Zadania

1. Dowdd twierdzenia gloszacego, ze przeliczalna suma zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym wykorzystuje aksjomat wyboru (choé¢ oczywiscie na str. 99/100 tego nie ak-
centowaliSmy). W ktérym miejscu?

2. Wykaz, ze funkcja ma granice w punkcie w sensie Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy
ma granice w sensie Heinego. W ktérym miejscu korzystamy z aksjomatu wyboru?

16.2 Twierdzenie Zermeli i hipoteza continuum

Twierdzenie Zermeli - Hipoteza continuum (jeszcze raz) - Zadania

Na elementarnym kursie teorii mnogosci jedynym naturalnym dobrym po-
rzadkiem jest naturalny porzadek na N. Twierdzenie Zermeli glosi, ze dobrze
uporzadkowaé¢ mozna dowolny niepusty zbidr.

Twierdzenie Zermeli

Z aksjomatu wyboru tylko czasem korzystamy w sposob jawny, czesto robi-
my za pomoca twierdzen z niego wynikajacych, w szczegblnosci twierdzenia
Zermeli i lematu Kuratowskiego-Zorna.

TWIERDZENIE 16.2.1 (Zermeli)
Przy zalozZeniu aksjomatu wyboru kazdy niepusty zbior mozna dobrze uporzqd-
kowad.

Twierdzenie to ma charakter egzystencjalny. Cho¢ méwi ono o istnieniu dobre-
go porzadku nie podpowiada, jak taki porzadek skonstruowaé. W przypadku
R i innych zbioréw mocy continuum trudno go sobie wyobrazi¢.

Szkic DOowoDU: Niech X bedzie ustalonym zbiorem niepustym. Na mocy
aksjomatu wyboru istnieje funkcja wyboru

c(x): P(X)\ {0} - X

dla rodziny niepustych podzbioréw X . Zdefiniujmy ciag pozaskonczony (przy-
pomnijmy: ciag numerowany liczbami porzadkowymi) w nastepujacy sposob:

xo = ¢(X), zo=c(X\{2zg:08<a}).

Innymi stowy, kolejnym liczbom porzadkowym przyporzadkowujemy elemen-
ty zbioru X. Z konstrukcji ciggu i okreslenia funkcji wyboru wynika, ze jest
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to przyporzadkowanie réznowartosciowe: rézne elementy maja rézne numery.
Pokazemy, ze kazdy element X ma jakis numer.

Zalézmy na razie, ze proces definiowania tego ciagu gdzies sie urywa. Niech
a) bedzie pierwszym wyrazem, ktérego nie da sie okreslié. Oznacza to, ze

X:{x5:5<)\}.

Tak wiec elementy zbioru X zostaly ponumerowane liczbami porzadkowymi.
Taka numeracja wyznacza oczywiscie dobry porzadek na X.

Skad pewnosé, ze ten proces sie urywa? Przypusémy, ze tak nie jest. Woéwczas
kazdej liczbie porzadkowej odpowiadalby pewien element zbioru X. Istniataby
zatem wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy elementami zbioru X
a liczbami porzadkowymi, ktore zbioru nie tworzg. Nie jest to mozliwe. Krét-
ko méwiac: numerujac liczbami porzadkowymi elementy jakiego$ zbioru nie
mozemy wykorzysta¢ wszystkich liczb porzadkowych. Uzasadnienie bardziej
formalne wykorzystuje aksjomat zastepowania.

WNIOSEK 16.2.1 (Prawo trichotomii dla liczb kardynalnych)
Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

m < n, albo m=n, albo m>n.

DowOD: Niech m = #X, n = #Y. Na mocy twierdzenia Zermeli zbiory
X, Y mozna dobrze uporzadkowadé, niech «, (8 beda liczbami porzadkowymi
odpowiadajacymi tym porzadkom. Zachodzi jedna z mozliwoéci: o < 3, a = 3
albo a > 3. Rézne liczby porzadkowe moga odpowiadaé zbiorom o tej samej
mocy, wiec przechodzac do liczb kardynalnych otrzymujemy m < nlubm=n
lub m > n. Stad wynika juz teza wniosku.

Hipoteza continuum (jeszcze raz)

7 twierdzenia Zermeli tatwo wywnioskowaé¢ inna posta¢ hipotezy continuum.

TWIERDZENIE 16.2.2 Przy zaloZeniu aksjomatu wyboru i hipotezy continuum
dowolny zbior mocy continuum mozna uporzgdkowaé tak, aby kaidy jego ele-
ment mial przeliczalnie wiele poprzednikow.

Dowo6D: Na mocy twierdzenia Zermeli zbior liczb rzeczywistych R mozna do-
brze uporzadkowaé. Porzadek mozna wybraé tak, aby byl to typ poczatkowy.
Przy zalozeniu hipotezy continuum musi to by¢ typ w1, w przeciwnym razie
zbiér R zawieratby podzbiér mocy poséredniej 8. Porzadek typu wi ma zadang
wlasnosé.
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Zadania
3. Uzasadnij, ze z twierdzenia Zermeli wynika aksjomat wyboru.

4. Pokaz, ze rowno$¢ ¢ = Ry pociaga za sobg hipoteze continuum.

00

5. Korzystajac z hipotezy continuum skonstruuj podzbiér plaszczyzny taki, ze:

a) kazdy jego przekrdj z prosta pozioma jest przeliczalny;

b) kazdy jego przekrdj z prosta pionowa zawiera wszystkie jej punkty oprdcz przeliczalnie
wielu.

Zbiér taki to tzw. paradoksalny zbiér Mazurkiewicza: podzbiér plaszczyzny, ktéry oceniany
na podstawie przekrojéw poziomych wydaje sie niemal pusty, a na podstawie przekrojow
pionowych — niemal calg plaszczyzna.

16.3 Lemat Kuratowskiego - Zorna

Wprowadzenie - Pierwsze zastosowanie - Twierdzenie o istnieniu bazy - Dowdd
lematu

Lemat Kuratowskiego-Zorna to jeszcze jedna ukryta postaé¢ aksjomatu wybo-
ru. Na podstawowym kursie matematyki wyzszej pierwszym i najwazniejszym
jego zastosowaniem jest twierdzenie o istnieniu bazy w przestrzeni liniowe;j.
Dowdd ten nie jest trudny, ale poprzedzimy go innym, jeszcze prostszym, ro-
zumowaniem o podobnym charakterze.

Wprowadzenie

Niektore obiekty matematyczne, w szczegdlnosci baza przestrzeni liniowej, sg
definiowane jako maksymalne elementy pewnej rodziny. Element maksymalny
nie zawsze istnieje, przyktadem rodzina skonczonych podzbioréw prostej. Nie
ma tu elementu maksymalnego, gdyz po dodaniu punktu do zbioru skonczone-
go zbidér nadal jest skonczony. Lemat Kuratowskiego-Zorna wskazuje zalozenia
gwarantujace istnienie elementu maksymalnego.

Lemat Kuratowskiego - Zorna mozna formutowaé dla dowolnych czesciowych
porzadkéw, ale w najwazniejszych zastosowaniach chodzi o relacje zawierania
zbioréow. Dalej ograniczymy sie do takiego przypadku.

TWIERDZENIE 16.3.1 (lemat Kuratowskiego-Zorna)
Jezeli kazdy lanicuch w pewnej miepustej rodzinie zbioréw jest ograniczony z
gory, to zawiera ona element maksymalny.
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Jak zwykle, gdy mowa o zbiorach stowo ,maksymalny” oznacza maksymalny
ze wzgledu na relacje zawierania. Tak wiec element maksymalny oznacza tu
taki element rodziny zbioréow, ktéry nie zawiera sie w zadnym innym.

Szkic dowodu przedstawimy pod koniec tego podrozdziatu.

Pierwsze zastosowanie

Rozwazmy rodzine ztozona z wszystkich podzbioréw plaszczyzny, ktére nie
zawieraja trojki punktow tworzacych tréjkat rownoboczny. Rodzina taka jest
niepusta, nalezy do niej kazda prosta. Wykazemy, iz ma ona element mak-
symalny. Nie jest to matematycznie szczegdlnie interesujace, ale dowdd daje
okazje, by poznaé wazng technike dowodowa w wyjatkowo prostej postaci.

Rozwazmy rodzine wszystkich podzbioréw ptaszczyzny o wskazanej wlasnosci.
Pokazemy, ze kazdy tancuch {A; € T} ma ograniczenie gérne. Konkretnie,
ograniczeniem takim jest suma zbioréw tego tancucha.

Musimy pokaza¢, ze zadne trzy punkty zbioru (J;cr A; nie tworzg trdjkata
rownobocznego. Niech P, @), R beda punktami plaszczyzny nalezacymi do tej
sumy. Zatem dla pewnych p, q,r € T mamy

Pec A, Qe A, ReA,.

Poniewaz zbiory A,, A, oraz A, sa elementami tancucha, wigc ktérys z nich,
nazwijmy go A, jest najwiekszym z nich. Zatem P,Q, R € A. Z zalozenia A
jest jednym ze zbioréw rozwazanej rodziny zbioréw. Tak wiec punkty P, @, R
nie tworza tréjkata réwnobocznego.

Skoro kazdy tancuch rozwazanej rodziny zbioréw ma ograniczenie gérne, to na
mocy lematu Kuratowskiego-Zorna ma ona element maksymalny.

Twierdzenie o istnieniu bazy

Ta czesé wyktadu zaklada, ze Czytelnik zetknal sie juz z elementami algebry
liniowej, przynajmniej takie pojecia jak liniowa niezalezno$é¢ wektoréw i baza
nie sa mu obce. Ograniczamy sie tu tylko do ich przypomnienia.

Przypomnijmy, ze zbiér wektoréw nazywamy liniowo niezaleznym, gdy dla

dowolnych parami réznych wektoréw wvi, va, ..., v, tego zbioru oraz wspot-
czynnikéw a1, as, ..., zachodzi implikacja
av; +tave+ ...+ o, =0 —a=ax=...=qa, =0.

Maksymalny zbiér liniowo niezalezny nazywamy bazg.
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Wykazemy teraz, ze kazda nietrywialna (tzn. zawierajaca choé¢ jeden wek-
tor niezerowy) przestrzen liniowa V' ma baze. W tym celu rozwazmy rodzing
wszystkich liniowo niezaleznych podzbioréw przestrzeni V. Rodzina ta jest
niepusta, gdyz zawiera podzbiory jednoelementowe ztozone z wektorow nieze-
rowych. Pokazemy, ze kazdy tancuch tej rodziny ma ograniczenie gérne.

Niech {A; : t € T} bedzie ustalonym lancuchem. Oczywiscie A = ;e Ay
zawiera kazdy z elementéw tancucha. Dla dowodu, ze jest on ograniczeniem
gérnym lancucha pozostaje pokazaé, iz nalezy do rozwazanej rodziny, tzn.
jest zbiorem liniowo niezaleznym. Niech vq, vo, ..., v, beda parami réznymi
elementami A takimi, ze dla pewnych wspotczynnikow a1, a9, ..., o, mamy

(*) a1V + aovs + ...+ apv, = 0.

Niech v, € Ay, v2 € Ay, ..., v, € Ay, Zbiory Ay, tworza lancuch skonczony,
wiec jeden z nich, nazwijmy go A¢, jest najwiekszy: zawiera pozostate. Zatem
wektory vy, vo, ..., v, naleza do A;. Z zalozenia zbior A; jest liniowo niezalez-
ny, wiec na mocy warunku () wszystkie wspétczynniki o; sa réwne zeru. Tak
wiec zbior A jest liniowo niezalezny. Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna ro-
dzina liniowo niezaleznych podzbioréw przestrzeni V' ma element maksymalny,
czyli baze.

Szkic dowodu lematu Kuratowskiego-Zorna*

Dowdéd przypomina dowdd twierdzenia Zermeli, ale tu poruszamy sie na wyz-
szym szczeblu abstrakcji: tam moéwiliémy o zbiorach, tu o rodzinach zbioréw.

Niech X bedzie pewnym niepustym zbiorem, § — rodzing podzbioréw X,
o ktérej mowa w twierdzeniu, funkcja

c(x) : P(F) —

funkcja wyboru. Zauwaz, ze c(x) przyporzadkowuje podrodzinie § jeden z jej
elemetéw. Niech A(A) to czed¢ wspdlna § i rodziny nadzbioréw wiasciwych
zbioru A.

Okredlmy ciag pozaskonczony A, jego podzbioréw. Rozwazamy osobno trzy
przypadki, krok poczatkowy 0, krok nastepnikowy « + 1 i krok graniczny A:

Ay = dowolny element §;
Aa+1 = C(Ql(Aa))§
Ay = C(Ql(UoK)\ Aa))‘
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Konstrukcja musi sie na ktérym$ etapie urwaé, gdyz liczby porzadkowe nie
tworza zbioru. Z zalozen twierdzenia wynika, ze krok graniczny jest zawsze
wykonalny. Tak wiec dla pewnego « nie jest mozliwe przejscie do nastepnego
kroku. Oznacza to, ze A, jest elementem maksymalnym.

Zadania

6. Wskaz:

a) maksymalny zbiér plaski nie zawierajacy wierzchotkéw tréjkata;

b) maksymalng rodzing parami roztacznych okregdéw zawartych w ustalonej plaszczyznie.

7. Wykaz na dwa sposoby, ze posréd zbioréw plaskich nie zawierajacych trzech punktéw
wspoétliniowych istnieje zbiér maksymalny:

a) za pomoca lematu Kuratowskiego-Zorna;

b) podajac przyktad takiego zbioru.

8. Sprébuj wykazaé¢ za pomoca lematu Kuratowskiego-Zorna, ze rodzina skonczonych pod-
zbioréw prostej zawiera element maksymalny. W ktérym miejscu dowdd zatamuje sie?

NAVAY

9. Wykaz, ze z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika aksjomat wyboru. Wsk.: Pokaz, ze
istnieje funkcja wyboru.

10.* Wykaz, ze kazdy porzadek czesciowy mozna rozszerzyé¢ do liniowego.

16.4 Kontrowersje

Buty i skarpetki - Dlaczego budzi zastrzezenia? - Dlaczego jest niezbedny? -
A hipoteza continuum? - Zadania

Aksjomat wyboru jest jedynym aksjomatem niekonstruktywnym. Pozostate
aksjomaty wskazujg na pewien konkretny obiekt (sume zbioréw, rodzine pod-
zbioréw itp.), aksjomat wyboru stwierdza tylko, ze obiekt o postulowanych
wtlasnosciach istnieje.

Buty i skarpetki

Przede wszystkim odréznijmy dwie sytuacje: nieskoniczony zbiér par butéw
i nieskonczony zbiér par jednakowych skarpetek. W przypadku butéw moz-
na funkcje wyboru latwo okresli¢, np. z kazdej pary wybieramy prawy but.
Zbiér prawych butéw jest poprawnie okreslony, jego istnienie nie ma zwiazku
z aksjomatem wyboru.

Inaczej jest w przypadku chaotycznie rozrzuconych par skarpetek. W takim
przypadku nie umiemy wskazaé zadnej reguly, ktora by wskazywala, ktore
skarpetki wybieramy. W istocie, r6zne osoby moga mysleé¢ o réznych zbiorach.
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Pawet my$li o zbiorze A. Gawel mysli o zbiorze B.

Aksjomat wyboru zastosowany do takiej sytuacji stwierdza, ze istnieje zbior
zawierajacy z kazdej pary tylko jedng skarpetke. Pawel i Gawel moga mysleé
o réznych zbiorach, ale te réznice nie maja znaczenia.

Dlaczego budzi zastrzezenia?

Od samego poczatku aksjomat wyboru budzil zastrzezenia. Dla czesci mate-
matykéw byl on nieakceptowalny, gdyz postulowal jedynie istnienie pewnego
zbioru, nie dajac zadnej konstrukeji. Owczesni matematycy do takich dowo-
dow nie przywykli. Ta krytyka przybrata na sile, gdy okazalo sie , ze aksjomat
wyboru ma zadziwiajace, mocno nieintuicyjne, konsekwencje. Najstawniejsza
z nich jest paradoks kuli Banacha-Tarskiego.

Dwdjka polskich matematykéw, Stefan Banach i Alfred Tarski, wykazala
(1924), ze przy zalozeniu aksjomatu wyboru kule mozna podzieli¢ na skon-
czong liczbe czesei, z ktdrych da sie utworzy¢ dwie kule tej samej wielkosci co
pierwotna.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie to niemozliwe. Przeciez przy przesuwaniu tych
mniejszych czesci nie zmienia sie ich objetosé, wiec utworzone w ten sposob
kule powinny byé mniejsze niz pierwotna! Rzecz w tym, ze czesci, na ktore
dzielimy kule sa niemierzalne: nie da sie okredli¢ ich objetoéci.

Dlaczego jest niezbedny?

Jednak mimo tak niepokojacych konsekwencji trudno byto z aksjomatu wybo-
ru zrezygnowaé¢. Waclaw Sierpinski w obszernej pracy (1918) przeanalizowal
role tego aksjomatu w dowodach kilkudziesieciu twierdzen. Okazato sie, ze
tylko w nielicznych przypadkach mozna bylo ominaé kontrowersyjny aksjo-
mat nieco komplikujac dowdd. Sierpinski zauwazyl takze, iz nawet krytycy
aksjomatu (m.in. Poincaré i Lebesgue) bezwiednie z niego korzystaja.
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Aksjomat wyboru odgrywa w matematyce role zbyt wazna, by tatwo z niego
zrezygnowaé. W szczegdlnosci, korzystamy z niego, gdy dowodzimy, ze prze-
liczalna suma zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym, a takze do-
wodzac réwnowaznosci definicji Cauchy’ego i Heinego. W zasadzie aksjomat
wyboru jest dzi§ w pelni akceptowany.

Niezaleznosé

Teoria ZF wzbogacona o aksjomat wyboru znana jest jako ZFC. Obecnie jest
ona do$¢ powszechnie akceptowana podstawa calej matematyki. Wydaje sie,
ze teoria ZF jest fundamentem catkowicie bezpiecznym, tzn. nie prowadzi do
sprzecznodci. A czy réwnie bezpiecznym fundamentem jest teoria ZFC?

Kwestie te wyjasnil w roku 1940 Kurt Godel. Wykazat on, ze jezeli niesprzecz-
na jest teoria ZF, to takze teoria ZFC jest niesprzeczna. Z drugiej strony Paul
Joseph Cohen w roku 1963 wykazal, ze aksjomat wyboru jest od pozostatych
aksjomatéw ZF niezalezny. Oznacza to, ze matematyke mozna rozwijaé takze
przyjmujac, ze aksjomat wyboru jest falszywy.

Jedna z najciekawszych préb stworzenia takiej alternatywnej matematyki byt
aksjomat determinacji, zaproponowany w roku 1962 przez wroctawskich
matematykéw Jana Mycielskiego i Hugona Steinhausa. Z wielu powoddéw jest
interesujacy, wynika z niego w szczegdlnoéci, ze wszystkie podzbiory prostej sa
mierzalne w sensie miary Lebesgue’a. W roku 1988 wykazano, iz przy zaloze-
niu, ze istniejg pewne specjalne duze liczby kardynalne aksjomat determinacji
nie prowadzi do sprzecznosci.

A hipoteza continuum?

Historia hipotezy wiaze sie Scisle z historig aksjomatu wyboru. W roku 1940
Godel wykazuje, ze jest niesprzeczna z ZFC (zatem mozemy przyjac jej praw-
dziwos¢), a w roku 1963 Cohen — ze jest niezalezna od ZFC (mozemy przyjaé,
iz, jest falszywa). Metody zastosowane w odniesieniu do aksjomatu wyboru i
hipotezy continuum byty jednakowe: Godel w obu przypadkach wykorzystywat
tzw. zbiory konstruowalne, Cohen — w obu metode forcingu.

Nasuwa sie pytanie, czy hipoteza continuum nie powinna by¢ zatem jednym z
aksjomatéw. Raczej nie: aksjomat wyboru i hipoteza continuum majg zasad-
niczo inny charakter. Aksjomat wyboru jest dla jednych matematykéw oczy-
wisty, dla innych kontrowersyjny, ale ma jakie$ intuicyjne podstawy.

7 hipoteza continuum jest inaczej. Wiemy tylko tyle, ze naturalnie konstru-
owane nieskonczone podzbiory prostej maja moc Ry albo ¢. Nie mamy zadnych
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intuicyjnych podstaw wierzy¢, ze nie ma podzbioréw innej mocy. Oczywiscie,
w $wietle wynikéw Cohena mozemy badaé, jakie interesujace konsekwencje ma
ta hipoteza badz jej zaprzeczenie.

Z pozoru nie ma zadnego zwiazku pomiedzy aksjomatem wyboru a hipoteza
continuum. Ale to tylko ztudzenie. Rozwazmy uogdlniong hipoteze conti-
nuum: dla dowolnej nieskonczonej liczby kardynalnej m pomiedzy m a 2™ nie
ma zadnej posredniej liczby kardynalnej. Okazuje sie, ze zachodzi nastepujace:

TWIERDZENIE 16.4.1 (Lindenbauma-Tarskiego-Sierpinskiego)
Uogolniona hipoteza continuum implikuje aksjomat wyboru.

Twierdzenie to opublikowali bez dowodu (wraz z kilkudziesiecioma innymi!)
w roku 1926 Alfred Tarski i Adolf Lindenbaum. W roku 1939 Tarski wyjechal
do USA, Lindenbaum zostal w roku 1941 zamordowany przez hitlerowcow.
Dopiero po wojnie (1947) dowdd opublikowal Sierpinski.

Zadania

11. Wyjaénij, dlaczego uzasadnienie niepustoéci iloczynu kartezjanskiego dowolnej rodziny
niepustych podzbioréw N nie wymaga korzystania z aksjomatu wyboru. A jak jest w przy-
padku Q i R?

GO0

12. Niech A ¢ NV bedzie ustalonym zbiorem. Dwaj gracze na przemian wybieraja liczbe
naturalng. Po nieskorniczenie wielu ruchach powstaje w ten sposéb pewien nieskoniczony ciag
liczb naturalnych, czyli element NY. Jezeli ciag ten nalezy do A, wygrywa gracz zaczynajacy
gre, w przeciwnym razie jego przeciwnik. Wykaz, ze:

a) jezeli A jest zbiorem przeliczalnym, to strategie wygrywajaca ma II gracz;

b) jezeli NN \ A jest zbiorem przeliczalnym, to strategie wygrywajaca ma gracz L.
Aksjomat determinacji glosi, ze dla dowolnego zbioru A ktérys z graczy ma strategie zwy-
cieska.

16.5 Sierpinski, Tarski i Kuratowski

Do roku 1918 polska matematyka odgrywala na $wiecie role bardzo skromna.
Tylko kilku matematykéw pokonalo bariere prowincjonalizmu. Do najwaz-
niejszych wyjatkow naleza pracujacy we Francji Jozef Maria Hoene-Wronski
(réwnania rézniczkowe) oraz matematycy krakowscy: Stanistaw Zaremba, Ka-
zimierz Zorawski (takze réwnania rézniczkowe) i Franciszek Mertens (teoria
liczb). Sytuacja zmienia sie po roku 1918, gdy z inicjatywy Zygmunta Jani-
szewskiego, Wactawa Sierpinskiego i Stefana Mazurkiewicza powstaje pismo
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Fundamenta Mathematicae poSwiecone teorii mnogosci, topologii, teorii funk-
cji rzeczywistych i logice matematycznej. Dzigki koncentracji badan na kilku
wybranych — i stosunkowo mtodych — dyscyplinach polscy matematycy sku-
pieni wokdl Sierpifiskiego i Mazurkiewicza (Janiszewski zmart w 1920 roku)
wkrotce zaczeli odgrywaé istotna role na arenie miedzynarodowej. Powstaje
tez réwnie silny o$rodek we Lwowie, z Banachem i Steinhausem na czele. W
roku 1929 ukazuje sie pierwszy numer ,,Studia Mathematicae” — lwowskiego
pisma poswieconego analizie funkcjonalnej i teorii prawdopodobienstwa. Choé
nazwisko Banacha pojawilo sie u nas w zwiazku z paradoksem kuli, teoria
mnogosci to margines jego zainteresowan.

W okresie Miedzywojnia teorig mnogosci zajmowali sie Sierpinski, Kuratow-
ski, Tarski, Lindenbaum, Marczewski, Presburger, marginalnie oprécz Bana-
cha takze Stanistaw Ulam (w przyszlosci wspottworca bomby wodorowej) i
Stanistaw Mazur. Logika matematyczna oprécz Tarskiego i Lindenbauma zaj-
mowali sie tez Jan Lukasiewicz (odkrywca logik wielowartosciowych), Stani-
staw Leéniewski, a takze Leon Chwistek — krakowski malarz i teoretyk sztuki.
Do najwybitniejszych matematykéw powojennych zajmujacych sie podstawa-
mi matematyki — taczne okreslenie dla teorii mnogosci i logiki matematycznej
— nalezeli Andrzej Mostowski, Czestaw Ryll-Nardzewski i Jerzy f.os.

Trzej matematycy, ktérym po$wiecamy osobne notki nalezg niewatpliwie do
najwybitniejszych. Sierpinski i Kuratowski osiagneli znaczaca pozycje w dzie-
jach teorii mnogoéci, Tarski — wybitna w dziejach logiki.

Wacltaw Sierpinski (1882-1969), studiowal na Carskim Uniwersytecie w
Warszawie, studia ukonczyt w roku 1904. Jego pierwsza praca napisana pod
kierunkiem Gieorgija F. Woronoja poprawiata wynik Gaussa odnoszacy sie do
liczby punktéw kratowych w kole. Po strajku szkolnym 1905 roku wyjechat
do Krakowa, potem do Lwowa. Wkroétce zainteresowal sie teoria mmnogosci.
Podczas I wojny $wiatowej jako poddany austriacki zostal internowany. Dzie-
ki zabiegom moskiewskich matematykéw dostal zgode na pobyt w Moskwie,
gdzie zetknal sie z aktywnym osrodkiem badan w teorii mnogosci. W roku
akademickim 1917/18 prowadzi wyklady we Lwowie, ale juz w roku 1918 wra-
ca do Warszawy, gdzie rozpoczyna wyklady na Uniwersytecie Warszawskim.
Podczas okupacji uczestniczy w tajnym nauczaniu.

Zasadniczy dorobek Sierpinskiego wiaze sie z teorig mnogosci. Jest tez odkryw-
ca wezesnych fraktali: dywanu i trojkata Sierpinskiego. Do teorii liczb powrdcit
po II wojnie $wiatowej. Jego uczniem z tego okresu jest Andrzej Schinzel.
Sierpinski jest tez autorem dwutomowej monografii z teorii liczb i wielu ksiazek
popularyzujacych te dyscypline.
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Alfred Tarski (1901-1983), zajmowal sie logikag matematyczna. Najwybit-
niejszy po Godlu logik XX w. Przed wojng pracowal w gimnazjum im. Zerom-
skiego w Warszawie. Starania o profesure najpierw w Krakowie, potem w Po-
znaniu skonczyty sie niepowodzeniem. W sierpniu 1938 wyjezdza do USA, by
wygtosi¢ cykl wyktadéw na Uniwersytecie Harvarda. Przez jaki$ czas przeby-
wa w Princeton, gdzie spotyka sie¢ z Godlem. W latach 1942-83 jest profesorem
na uniwersytecie w Berkeley, czyniac ten uniwersytet czotowym oérodkiem ba-
dan nad podstawami matematyki na Swiecie. Do najwazniejszych jego ucznidéw
nalezg Andrzej Mostowski — jeszcze z okresu przedwojennego — i Julia Ro-
binson, z okresu amerykanskiego.

Kazimierz Kuratowski (1896-1980), urodzil sie w Warszawie jako syn ad-
wokata. Tamze ukonczyt gimnazjum, po czym wyjechal do Moskwy, gdzie uzy-
skal mature (polskie swiadectwa nie uprawnialty do podjecia studiéw). W tym-
ze roku (1913) rozpoczyna studia techniczne w Glasgow, miejscowy Carski
Uniwersytet w Warszawie byl wéwczas przez patriotyczna mlodziez bojko-
towany. Gdy w roku 1915 w Warszawie otwarty zostaje polski uniwersytet,
Kuratowski podejmuje na nim studia matematyczne. Do jego najwazniejszych
nauczycieli nalezg Janiszewski, Mazurkiewicz, Sierpinski i logik Jan Yukasie-
wicz. W latach 1927-33 jest profesorem Politechniki Lwowskiej, od roku 1933
do przejscia na emeryture w roku 1966 (z przerwa wojenna) profesorem Uni-
wersytetu Warszawskiego. Zajmowal sie gtéwnie teorig mnogosci i topologia,
ale tez teoria miary i logika matematyczna. Jego dwutomowa Topologie na-
lezy do najwazniejszych monografii matematycznych XX w., a jedyna praca
dotykajaca teorii graféw uchodzi za jedna z najistotniejszych w dziejach tej
dyscypliny. Do jego uczniéw naleza Stanistaw Ulam, Samuel Eilenberg, w okre-
sie powojennym Ryszard Engelking.
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