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Przedmowa

Proponowana Czytelnikowi ksigzka pomyslana jest przede wszystkim jako podrecz-
nik dla studentéw (zwykle pierwszego roku) uczelni medycznych, ktérzy w planie
swoich studiéw maja przedmiot ze stowem “statystyka” lub “biostatystyka” w jego
nazwie. Czesto dla takiego przedmiotu statystyke taczy sie z innym przedmiotem,
takim jak matematyka czy informatyka i na realizacje jego programu przeznacza
sie od 30 do 45 godzin.

Celem nauczania na zajeciach z takiego przedmiotu jest przekazanie studentom
podstawowych wiadomosci ze statystyki i nauczenie ich korzystania z odpowied-
nich statystycznych programéw komputerowych, aby mogli oni wykonywac za ich
pomoca obliczenia statystyczne przydatne w ich przysztej dziatalnosci zawodowe;j
oraz umie¢ poprawnie interpretowac wyniki badan statystycznych towarzyszacych
prezentowanym wynikom prac specjalistycznych publikowanych przez wielu auto-
réw.

Mimo ze podrecznik ten przeznaczony jest gtéwnie dla studentéw mtodszych
lat uczelni medycznych, to mam nadzieje, ze moze on by¢ pomocny takze dla oséb
prowadzacych zajecia ze statystyki z tymi studentami, studentéw starszych lat oraz
innych oséb, ktére chca zapoznal sie z podstawami statystyki i przyktadami jej
zastosowan.

Autorzy niektérych podrecznikéw elementarnej statystyki przeznaczonych dla
wymienionych wyzej grup czytelnikbw czesto ograniczaja sie do wypisania pod-
stawowych wzoréw, wedtug ktérych nalezy wykonaé obliczenia, i opisu sposobu
wykonania tych obliczen, korzystajac z jednego z komputerowych programoéw sta-
tystycznych. | nawet jesli wprowadzaja pewne pojecia i metody bedace trescia
klasycznej teorii statystyki, to robig to w sposéb zwiezty i niewystarczajacy do jej
zrozumienia.

Majac na uwadze, ze na wielu kierunkach w wielu uczelniach klasyczny sposéb
nauczania podstaw statystyki jest taczony z nowoczesnym, tj. z uzyciem kom-
puterowych programéw statystycznych, wybratam inne podejécie. Ograniczajac
terminologie®) i liczbe wprowadzanych poje¢ ze statystyki opisowej do tych nie-
zbednych, ktére pojawiaja sie w czesci zwanej wnioskowaniem statystycznym oraz
minimalizujac liczbe wzoréw matematycznych, ale nie unikajac ich, staratam sie
wystarczajgco doktadnie omoéwic¢ kazde pojecie i metode oraz zilustrowac je jed-
nym lub wiecej przyktadami, a czesto tez rysunkami.

Piszac ten podrecznik, bratam pod uwage réowniez takie kwestie jak:

» Statystyka jako cze$¢ matematyki, ktéra w naukach medycznych jest tylko

UStaratam sie uzywa¢ terminologii mozliwie najblizszej (po ttumaczeniu) terminologii uzywanej
w nowoczesnych angielskojezycznych podrecznikach statystyki.
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narzedziem (choé pozytecznym i waznym), wymaga znajomo$ci matema-
tyki (algebry) przynajmniej z zakresu szkoty $redniej (i nieco wiecej), aby
zrozumieé opis jej podstawowych pojeé i metod.

» Poziom przygotowania matematycznego studentéw uczelni medycznych jest
bardzo zréznicowany, a biegto$¢ studentéw (nie tylko uczelni medycznych)
w wykonywaniu nawet prostych obliczen i przeksztatcen algebraicznych w
obecnych czasach nie jest duza.

» Przedmiot, ktéremu poswiecona jest ta ksigzka, jest tylko jednym z wielu
przedmiotéw (i to nie najwazniejszym, patrzac na liczbe przypisanych jemu
punktéw ECTS) i student nie ma zbyt duzo wolnego czasu na nauke tego
przedmiotu, poniewaz musi dzieli¢ ten czas z innymi przedmiotami.

» Mata liczba godzin i czesto nabrzmiaty sylabus zmusza prowadzacych zaje-
cia do duzego tempa i z wyzej wymienionych powodéw wielu studentéw nie
radzi sobie z tym tempem. Dlatego chca juz poza salg wyktadowa czy ¢wi-
czeniowa mie¢ zrédto, ktére pozwoli im wréci¢ do tematu z zajec, uzupetnié
swoja wiedze i powtdrzyé obliczenia prowadzone na zajeciach, korzystajac
z innych przyktadéw.

= Zyjemy w czasach, kiedy komputer stat sie powszechnym narzedziem, a
wraz z nim mamy dostep do réznych programéw statystycznych zwanych
tez pakietami lub Srodowiskami, ktére wykonuja bardzo szybko skompliko-
wane procedury statystyczne, nie méwiac juz o wykonywaniu zmudnych (i
nudnych) prostych dziatai arytmetycznych, w ktére obfituja rézne metody
statystyczne. Nie korzystanie z ich mozliwosci dla wiekszosci nie tylko stu-
dentéw jest niewyobrazalne. Ponadto, tak dobry program statystyczny jak
R jest darmowy i mozna go zainstalowa¢ na kazdym komputerze. Excel z
dobrze rozbudowanymi funkcjami i procedurami statystycznymi jest czescig
pakietu Office i z tego powodu jest dostepny dla wielu oséb. W koncu,
na wielu uczelniach dostepny jest zaawansowany, ale wzglednie fatwy w
uzytkowaniu ze wzgledu na system okienkowy, pakiet Statistica.

Aby uwzglednié nie tylko wymienione wyzej kwestie, postgpitam nastepujaco:

» Zaktadajac, ze wielu studentédw po raz pierwszy spotyka sie z symbolem
sumy > i symbolem catki {, oprécz podania pewnych elementarnych infor-
macji w tekscie podrecznika wprowadzitam Dodatek B, w ktérym w miare
“tagodny” sposéb objasnione jest ich uzycie. Podatam tez nieco informa-
cji o pochodnej. W przypadku catki ograniczytam sie do bardzo ogdlnych
informacji i interpretacji geometrycznej catki oznaczonej.

» |lustrujac omowione wczedniej pojecia i metody, przeprowadzam szczegd-
towo wszystkie kroki wykonywanych obliczen, aby studenci byli w stanie
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powtérzy¢ je dla innych przyktadéw. tacznie, podrecznik zawiera ponad
150 przyktadéw, w tym 118 przyktadéw w formie zadan (dlatego po ich
tresci wystepuje stowo Rozwigzanie), oraz 59 rysunkéw?).

» Zakres specjalistycznej wiedzy medycznej w poczatkowym okresie studiéw
nie jest duzy i aby nie utrudnia¢ zrozumienia istoty ilustrowanego przykta-
dem problemu, w wiekszosdci przyktadéw uzywam jezyka niespecjalistycz-
nego, mniej formalnego®, a jak najbardziej zblizonego do jezyka potocz-
nego.

= Ograniczajac, jak juz wczesniej powiedziatam, liczbe wprowadzonych po-
jgé4) zaktadam, ze po ich opanowaniu student nie powinien mie¢ trudnosci,
aby siegna¢ do innego zrédta i zapoznad sie samodzielnie z potrzebnym mu
pojeciem tutaj nie oméwionym. Natomiast nie usiftowatam ograniczaé liczby
testéw hipotez®), ktérych wedtug moich doéwiadczen jest wiecej niz mozna
i nalezy oméwié na zajeciach. Wybér odpowiedniej liczby testéw do opano-
wania przez studentéw powinien naleze¢ do osoby prowadzacej zajecia ze
studentami.

» Woprowadzitam Dodatek A, w ktérym podaje szczegdtowe instrukcje (lub
krétkie skrypty w jezyku R) jak otrzymad rozwigzania w prawie wszystkich
przyktadach majacych forme zadan, korzystajac z programéw Excel, R i
pakietu Statistica. A gdy potrzebne s3 kwantyle lub wartosci krytyczne od-
powiednich rozktaddéw, to zachecam studentéw do korzystania ze statystycz-
nych programéw komputerowych zamiast tablic statystycznych, ktére przy-
najmniej w czesci dotyczacej podstawowych rozktadéw maja duza szanse
podzieli¢ los tablic logarytmicznych.

Ponadto chciatam, aby podrecznik byt matematycznie Scisty a jednoczesnie przy-
stepny zaréwno dla 0séb stabiej przygotowanych matematycznie, jak i tych z wiek-
szymi umiejetno$ciami. Dlatego staratam sie te Scisto$¢ zapewnié nie przez uzycie
zawitych wzoréw matematycznych, a przez krétkie komentarze majace postaé
uwag w tekscie, a jeszcze czesciej przez umieszczenie ich w przypisach. Poza tym,
dla oséb lepiej przygotowanych z matematyki i o szerszym zainteresowaniu sta-
tystyka, wydzielitam rézne czeSci materiatu poprzez uzycie mniejszej czcionki i

2)Wszystkie rysunki zostaty wykonane, korzystajac z pakietu ggplot2 z programu R. Nalezy
zwrécic tez uwage na to, ze z powodu duzej ilosci rysunkéw, tabel i réznych wzoréw komputerowy
program dokonujacy tamania i sktadu tekstu musiat przenie$¢ niektére rysunki w inne miejsce niz
miejsce tekstu, w ktérym znajduje sie odniesienie do tych rysunkoéw.

3Np. uzywam wymiennie zwrotu “waga ciata” i “masa ciata” uwazajac, ze dopdki nie wazymy
(sie) na innych planetach nie prowadzi to do nieporozumien.

YMimo ograniczania liczby poje¢ w podreczniku znajdziemy 76 numerowanych definicji oraz
duza liczbe zdefiniowanych pojeé bez jawnego uzycia stowa definicja.

517 wyjatkiem pominiecia testu éredniej z nierealistycznym zatozeniem, ze znamy wariancje.
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minimalne zmniejszenie szerokosci tekstu. Osoby mniej zainteresowane przedmio-
tem moga pomina¢ te czesci tekstu.

Pragne zaznaczy¢, ze wszystkie dane z wyjatkiem tych, gdzie podane zostato
zrédto ich pochodzenia, s3 fikcyjne (zwykle wygenerowane generatorem liczb pseu-
dolosowych). Staratam sie tylko, aby ich wartosci zbytnio nie odbiegaty od wartosci
spotykanych w rzeczywistosci. Dlatego, cho¢ wnioski otrzymane ze statystycznej
analizy tych danych sa merytorycznie poprawne, nie nalezy traktowac ich tak, jak
traktuje sie wnioski uzyskane z rzeczywistych danych.

Niebagatelng role w projektowaniu i wyborze sposobu prezentacji materiatu
w przedstawianej czytelnikowi ksigzce odegrato moje kilkuletnie doswiadczenie
zdobyte podczas prowadzenia zajeé ze statystyki ze studentami | roku Wydziatu
Farmaceutycznego Gdanskiego Uniwersytetu Medycznego, ktérego jestem pracow-
nikiem. Podczas prowadzenia tych zaje¢ dawato sie mocno odczué brak takiego
podrecznika i potrzebe jego napisania.

Na koniec pragne wyrazi¢ swoja wdzieczno$¢ i podziekowanie dr. hab. Zbi-
gniewowi Bartoszewskiemu za jego nieoceniong pomoc merytoryczng i techniczng
podczas pisanie tego podrecznika. Podzielit sie on ze mng swoim do$wiadczeniem
uzyskanym na Politechnice Gdanskiej podczas prowadzenia zajeé ze statystyki na
studiach | stopnia na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej oraz
Wydziale Zarzadzania i Ekonomii, przejrzat doktadnie wszystkie rozdziaty i udzielit
wiele cennych wskazéwek i sugestii.

W wydaniu drugim dokonatam drobnych zmian redakcyjnych oraz poprawitam
zauwazone bfedy i usterki.

W wydaniu trzecim dodatam wiecej informacji o trzech miarach efektu (ry-
zyko wzgledne, redukcja ryzyka wzglednego, iloraz szans), podatam opis testu
Q Cochrana i testu Kruskala-Wallisa (nieparametryczny test jednoczynnikowej
ANOVY) wraz z dwoma post hoc testami oraz dodatam krétki rozdziat "Badania
kliniczne - wybrane zagadnienia”. W rozdziale tym w sposéb zwiezty opisane zo-
staty zagadnienia, ktére czesto pojawiajg sie przy okazji omawiania réznych metod
statystycznych, w tym wielu metod opisanych we wczedniejszych rozdziatach tego
podrecznika. Na koncu tego rozdziatu podatam opis wzglednie nowego rodzaju
badania naukowego zwanego metaanaliza w zakresie, w ktérym, mam nadzieje,
utatwi osobom zainteresowanym rozumienie czeSci statystycznej w dos¢ czesto
ukazujacych sie publikacjach naukowych, w ktérych uzyta jest metaanaliza.

Anna Baranowska

Gdansk, wrzesien 2024



Woprowadzenie

Termin statystyka®) uzywany jest w wielu znaczeniach. My bedziemy uzywaé po-
jecia statystyki tak, jak jest ono uzywane we wspdtczesnych podrecznikach staty-
styki, tj. jako nauki o metodach gromadzenia danych, ich opracowania, prezentacji,
analizy i na ich podstawie wyciagania wnioskéw.

Tradycyjnie, statystyke dzielimy na statystyke opisowa i wnioskowanie staty-
styczne (statystyke matematyczng). Statystyka opisowa zajmuje sie gromadze-
niem, opracowaniem, prezentacjg oraz analizg danych statystycznych. Postuguje
sie ona zaréwno metodami graficznymi (histogramami i réznego rodzaju wykre-
sami) oraz tabelarycznymi, jak i numerycznymi wielkosciami (miarami takimi jak,
np. $rednia, mediana, moda, odchylenie standardowe czy kurtoza) opisujacymi
wazne cechy charakterystyczne’) badanego zbioru danych. Natomiast wnioskowa-
nie statystyczne zajmuje sie wnioskowaniem o wtasnosciach lub cechach charak-
terystycznych zbioru zwanego populacja na podstawie wtasnosci lub cech charak-
terystycznych préby (najcze$ciej losowej) bedacej podzbiorem populacji.

Definicja 1. Populacja bedziemy nazywaé skoriczony lub nieskoriczony zbidr
wszystkich cztonkéw lub elementéw danej grupy posiadajacych jedna (lub wie-
cej) wspdlna ceche, ktérej badaniem jestesmy zainteresowani.

Definicja 2. Préba (lub probka) bedziemy nazywac dowolny niepusty i skoriczony
podzbidr populacji.
Przyktady:

(a) populacja moze by¢ zbiér wszystkich ampufek szczepionki wyprodukowanej
przez dany zaktad w ciggu okreslonego czasu;

(b) populacja moze by¢ zbior wszystkich dzieci w kraju poddanych szczepieniu
dang szczepionka w danym roku;

(c) prébga moze by¢ podzbiér 50 amputek szczepionki wybranych z populacji
wszystkich amputek zdefiniowanej w punkcie (a);

(d) proba moze by¢ podzbior 30 dziewczynek i 30 chtopcéw wybranych z populacji
wszystkich dzieci poddanych szczepieniu dana szczepionka zdefiniowanej w
punkcie (b).

W statystyce operuje sie pojeciem zmiennej.

6)Wchej informacji o terminie statystyka, wtaczajac jego historie, mozna znalez¢ w [16].
7)Zamiast terminu cecha charakterystyczna, uzywanego przez nas jako odpowiednika angiel-
skiego terminu characteristic, uzywa sie tez terminu cecha statystyczna.
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Definicja 3. Zmienna bedziemy nazywac ceche charakterystyczna (lub atrybut),
ktora mozna mierzy¢ lub poklasyfikowac i ktéra moze przyjmowac rézne wartosci
(liczbowe lub inne) dla réznych cztonkéw lub elementéw populacji.

Przyktady:

(a) jesli interesuje nas populacja dzieci w wieku 7 lat, to taka zmienng moze by¢
ich wzrost;

(b) jesli interesuje nas populacja wszystkich pacjentéw (np. w catym kraju lub
w danym regionie), ktdrzy skorzystali co najmniej raz w danym roku z za-
biegu chirurgicznego, to zmienna moze by<c, np. pte¢ pacjenta, dtugosc¢ okresu
po kazdym zabiegu prowadzacym do uzyskania petnej sprawnosci fizycznej,
ogdlne samopoczucie pacjenta po uptywie okreslonego czasu po zabiegu okre-
slane, np. jako bez zmian w poréwnaniu z samopoczuciem przed zabiegiem,
umiarkowana poprawa, duza poprawa, catkowite ustapienie dolegliwosci.

Definicja 4. Mowimy, ze znamy rozktad zmiennej, jesli wiemy jakie wartosci
ona przyjmuje i jak czesto je przyjmuje.

Bedziemy wyréznia¢ nastepujgce typy zmiennych:

1. Zmienne typu ilosciowego (mierzalne), tj. takie, ktére przyjmuja wartosci
liczbowe pochodzace z pomiaru (w szerokim znaczeniu tego stowa) lub ob-
serwacji, np. wysoko$¢ cisnienia krwi, wielko$¢ tetna, liczba krwinek czer-
wonych w 1 mm?3 krwi, waga ciata.

Z kolei, sposréd zmiennych typu iloSciowego wyrézniamy

(a) Zmienne typu dyskretnego (skokowego), tj. zmienne przyjmujace war-
tosci liczbowe i zbidér tych wartosci jest albo skonczony albo nieskon-
czony; jesli jest nieskonczony, to wartosci te mozna ponumerowad,
uzywajac do numeracji liczb naturalnych. Najczesciej w naszych roz-
wazaniach bedziemy mieli do czynienia ze zmiennymi typu dyskret-
nego przyjmujacymi wartosci ze skonczonego zbioru liczb catkowitych,
np. wspomniana wczeéniej liczba krwinek czerwonych w 1 mm?3 krwi,
liczba przyjetych pacjentéw kazdego dnia w wybranym okresie czasu
w danym szpitalu.

(b) Zmienne typu ciagfego, tj. zmienne przyjmujace wartosci z catego
przedziatu [a, b]®) (skoficzonego lub nieskoficzonego), np. tempera-
tura ciata pacjentéw danego szpitala o okreslonej porze dnia (zwrdé-
my tutaj uwage, ze przyrzady do mierzenia temperatury, gtéwnie cy-
frowe, daja nam tylko przyblizong warto$¢ temperatury ciata, dlatego

®Lub sumy takich przedziatéw.
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w praktyce otrzymujemy tylko skonczony podzbiér temperatur pa-
cjentédw ze zbioru wszystkich mozliwych temperatur pokrywajacych
caty odcinek na prostej).

2. Zmienne typu jakosciowego (niemierzalne), np. pteC pacjenta, kolor oczu,
jednostka chorobowa, na ktérg cierpi pacjent, natezenie bélu odczuwanego
przez pacjenta (staby, umiarkowany, silny), stopien zaawansowania choroby
(lekko chory, ciezko chory, bardzo ciezko chory), ocena stanu zdrowia no-
worodka wg skali Apgar. Jako synonimu dla tego typu zmiennych uzywa sie
terminu typ kategorialny. Jak widaé z podanych przyktadéw, zmienne tego
typu na ogdt przyjmuja wartosci nienumeryczne a jesli nawet zmiennym tym
nadaje sie wartosci liczbowe, to petnig one role kodéw czy nazw kategorii
(klas) i wykonywanie na nich dziatan arytmetycznych moze nie miec sensu.

Z kolei, sposréd zmiennych typu jakosSciowego (kategorialnego) wyroz-
niamy

(a) Zmienne typu nominalnego, tj. zmienne, ktérych wartosci mozna za-
kwalifikowaé do poszczegdlnych (wzajemnie wykluczajacych sie) ka-
tegorii, ale kategorii tych nie mozna w sposéb naturalny uporzadko-
wa¢ (np. poprzez wskazanie kierunku wzrostu natezenia danej cechy
charakterystycznej). Przyktady zmiennych typu nominalnego to: pte¢
pacjenta, kolor oczu, jednostka chorobowa, na ktéra cierpi pacjent,
grupy krwi.

(b) Zmienne typu porzadkowego?, tj. zmienne, ktérych wartoéci mozna
zakwalifikowaé do poszczegdlnych (wzajemnie wykluczajacych sie)
kategorii i kategorie te maja naturalny porzadek (np. mozna wskazaé
kierunek wzrostu natezenia danej cechy charakterystycznej lub mozna
wstawi¢ znak nieréwno$ci pomiedzy poszczegdlnymi kategoriami).
Przyktady zmiennych typu porzadkowego to: natezenie boélu odczuwa-
nego przez pacjenta (staby, umiarkowany, silny), stopien zaawanso-
wania choroby (lekko chory, ciezko chory, bardzo ciezko chory), tem-
peratura ciata (ponizej 37°C, pomiedzy 37°C i 39°C, powyzej 39°C).

9Zauwazmy, ze nie tylko zmienne typu jakoéciowego moga byé¢ zmiennymi typu porzadko-
wego, poniewaz zmienne typu iloSciowego s3 w naturalny sposéb zawsze typu porzadkowego z
porzadkiem wyznaczonym przez relacje nieréwnosci “<"” w kazdym zbiorze liczbowym.



Rozdziat 1
STATYSTYKA OPISOWA

1.1. Rozktad czestosci i graficzna prezentacja danych

1.1.1. Organizacja danych w postaci tabelarycznej

Zwykle, zebrane ‘surowe’ dane niewiele méwia o interesujacej nas cesze (lub
cechach), ktéra chcemy badac¢ i dopiero po dokonaniu odpowiedniego przeksztat-
cenia tych danych mozemy uzyska¢ z nich duzo wiecej informaciji.

Przyktad 1.1.1. W zaktadzie pracy 60 pracownikom wybranej grupy zmierzono
cisnienie tetnicze krwi. Wyniki pomiaru ci$nienia tetniczego skurczowego (mm Hg)
zawiera ponizsza tabela.

117 136 128 144 120 133 111 121 118 136 124 133
130 119 133 131 127 126 101 108 158 112 114 103
130 119 111 128 130 141 132 124 129 161 116 155
129 109 129 132 140 145 124 152 133 112 132 119

120 102 122 104 117 142 111 127 120 125 114 121 A

Takie dane nazywane s3 tez szeregiem nieuporzadkowanym. Mozna je upo-
rzadkowad, np. wybierajac przedziaty liczbowe tak, aby byty one roztaczne, réwnej
dtugosci (ale czasami sa wyjatki) i kazdy element tego zbioru znalazt sie doktadnie
w jednym z tych przedziatéw. Nastepnie, liczymy ile elementéw naszego zbioru za-
wiera kazdy z tych przedziatéw, otrzymujac tzw. rozktad czestosci, tj. zbiér klas
i odpowiadajacych im czestosci. W polskiej literaturze rozktad czestosci na-
zywany jest szeregiem rozdzielczym (w tym przypadku szeregiem rozdzielczym
przedziatowym), a czesto$ci nazywane s3 tez liczebnosciami lub licznosciami.

Duzo informacji na podstawie zebranych danych daje nam tez rozkfad czestosci
wzglednych. Otrzymamy go, jesli czestosci w poszczegdlnych klasach podzielimy
przez liczbe elementédw w zbiorze danych. Rozktad czestosci wzglednych mozna
tez wyrazi¢ w procentach, mnozac czestosci wzgledne przez 100 (pamietajmy, ze
symbol % to nic innego jak 1/100). Rozktad czestosci wzglednych w procentach
nie jest standardowym elementem tabeli rozktadu czestosci, ale czasami bedziemy
go umieszczaé w tabeli, poniewaz wykorzystuje sie go w wykresach kotowych.

Tabela 1.1 przedstawia rozktad czestosci i rozktad czestosci wzglednych cisnie-
nia tetniczego skurczowego poddanej badaniu grupy z Przyktadu 1.1.1. Poniewaz
prawy koniec przedziatu klasowego (z wyjatkiem ostatniego) jest réwny lewemu
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koncowi przedziatu nastepujacego po nim, to dla zapewnienia roztacznosci tych
przedziatéw bedziemy zaktadaé, ze jest to przedziat lewostronnie domkniety!), tj.
lewy koniec przedziatu klasowego jest wtaczony do przedziatu, a prawy nie.

Tabela 1.1

Rozktad czestosci i czestosci wzglednych cisnienia tetniczego krwi w badanej grupie

Klasy Czestos¢ | Czesto$¢ wzgledna | Czesto$¢ wzgledna w (%)
100 — 110 6 0,1000 10,00
110 — 120 14 0,2333 23,33
120 — 130 18 0,3000 30,00
130 — 140 13 0,2167 21,67
140 — 150 5 0,0833 8,33
150 — 160 3 0,0500 5,00
160 — 170 1 0,0167 1,67
Suma 60 1,0000 100,00

Teraz tatwo jest, np. zauwazy¢, ze zdecydowana wiekszo$¢ pracownikéw ma
ciSnienie w granicach od 110 do 140 mm Hg. Zauwazmy, ze w rozpatrywanym
przyktadzie zmienna, ktéra jest ciSnienie skurczowe krwi, jest typu ilosciowego.

Przejdzmy teraz do przyktadu rozkfadu czestosci zmiennej typu jakosciowego
(kategorialnego).

Przyktad 1.1.2. Wybrano dane 90 pacjentéw i wypisano ich grupy krwi wraz z
czynnikiem Rh (+ lub — przy grupie krwi). Dane te zawiera ponizsza tabela.

0+ 0o+ 0- 0+ O+ 0+ A+ A+ A+ 0+ A-— 00—

AB+ 0+ B+ A+ A+ B- B+ 0+ B- B+ A- 0+
0+ B+ 0O+ O+ O+ O+ B- A+ A+ 0+ 0+ 0+
0+ A+ B+ A+ 0+ A+ 0+ B+ A+ 0- 0+ O+
B+ 0+ A+ B+ AB- 0+ A+ 0+ A+ A+ 0+ 0O+
B+ AB- 0+ A+ A+ 0+ A+ AB+ 0- 0+ A+ 0+
0+ B+ 0— A+ A+ 0+ O+ B+ 0+ A- 0+ B-
A+ 0—- A+ 0+ A+ B+

Po policzeniu czesto$ci otrzymujemy rozktad czestosci (szereg rozdzielczy punk-
towy) i rozktad czestosci wzglednych, ktére to zapisalismy w Tabeli 1.2.

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do zmiennej typu iloSciowego, gdzie klasami
byty przedziaty liczbowe zwane tez przedziatami klasowymi, dla zmiennej typu
jakosciowego klasami sg wszystkie wartosci, ktére ta zmienna moze przyjmowac.

YW wielu pakietach statystycznych mozliwy jest wybér albo lewostronnie domknietego prze-
dziatu klasowego albo prawostronnie domknietego z wyborem tego drugiego jako opcjg domysina.
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Tabela 1.2
Rozktad grup krwi w badanej grupie

Klasy | Czesto$¢ | Czestos¢ wzgledna | Czestosé wzgledna w (%)
0+ 37 0,4111 41,11
0— 6 0,0667 6,67
A+ 24 0,2667 26,67
A— 3 0,0333 3,33
B+ 12 0,1333 13,33
B— 4 0,0444 4.44
AB+ 2 0,0222 2,22
AB— 2 0,0222 2,22
Suma 90 0,9999%) 99,992

?)Ze wzgledu na zaokraglenia do czterech miejsc po przecinku suma wzglednych czestosci
wynosi 0,9999, a nie 1. Z powodu zaokraglen suma czesto$ci w procentach wyniosta 99,99%, a nie
100%. Jesli jednak bedziemy korzystaé ze statystycznego programu komputerowego i je$li nawet
wyniki beda wyswietlane, np. z dwoma miejscami po przecinku, to obliczenia beda wykonywane
jednak z duza wieksza doktadnoscia i otrzymane wyniki beda na ogét poprawne, tj. tam gdzie
mamy otrzyma¢é 1 to otrzymamy 1, a gdzie 100% to otrzymamy 100%. A

Czyli dla takiej zmiennej mamy tyle klas ile réznych wartosci ona przyjmuje. W
naszym przyktadzie klasami sa wszystkie grupy krwi z dodanym znakiem ‘+' i ‘—’
(czynnik Rh). Podkre$imy zatem, ze przedziatéw klasowych (liczbowych) uzywamy
dla danych ilosciowych typu ciggtego jak i typu dyskretnego. W tym ostatnim przy-
padku tylko wtedy, gdy badana zmienna (cecha) przyjmuje wiele réznych
wartosci (np. ponad 20 choé nie mamy tutaj jakiej$ sztywnej reguty). Natomiast
gdy dane reprezentuja zmiennga typu jakoSciowego, to klasami s3 wszystkie przyj-
mowane przez te zmienng wartosci.

W przypadku rozkfadu czestosci z przedziatami klasowymi lewy koniec prze-
dziatu nazywamy dolng granica przedziatu klasowego, a prawy koniec przedziatu
gorna granica przedziatu klasowego. Roznice miedzy gérna i dolng granica prze-
dziatu klasowego nazywamy szerokoscig lub rozpietoscia przedziatu klasowego.

Podsumujmy w punktach proces tworzenia tabeli rozktadu czestosci.

1. Wyznaczamy wartos$¢ najwieksza i najmniejsza w zbiorze danych, jesli mamy
do czynienia z danymi typu ilosciowego i obliczamy rozstep w analizowa-
nym zbiorze danych, tj. réznice pomiedzy znaleziong wartoscia najwieksza
i najmniejsza, aby wyznaczy¢ przedziat liczbowy, ktéry nalezy podzieli¢ na
klasy. Czesto ten przedziat liczbowy rozszerza sie nieco, biorac jako lewy
koniec tego przedziatu ‘wygodna’ dla nas liczbe na lewo od wartosci naj-
mniejszej w zbiorze danych, a jako prawy koniec tego przedziatu ‘wygodnga’
dla nas liczbe na prawo od wartosci najwiekszej w zbiorze danych.
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2. Wyznaczamy liczbe klas, je$li mamy do czynienia z danymi typu iloSciowego.
Powszechnie uwaza sig, ze przy konstrukcji rozktadu czestosci liczba prze-
dziatéw klasowych powinna wynosi¢ od 5 do 20. | cho¢ nie ma tu sztywne;j
reguty, to bardzo waznym jest utworzenie wystarczajaco duzo klas, aby do-
brze opisac dane. Jesli zbiér danych zawiera n elementéw, to rozsadnym jest
wybieranie liczby przedziatow klasowych k, kierujac sie jedng z ponizszych
rekomendacji:

(a) liczba klas k w przyblizeniu réwna /n,
(b) liczba klas k réwna czesci catkowitej 5 log;q n,
(c) liczba klas k réwna czesci catkowitej 1 + 3,322 log;q n.

Aby klasy byty roztaczne, nalezy zdecydowaé, czy przedziaty klasowe maja
by¢ potdomkniete z lewej czy z prawej. Otrzymane przedziaty klasowe wpi-
sujemy w pierwszej kolumnie tabeli.

3. Nastepnie liczymy ile wartosci (danych) znajduje sie w poszczegdlnej klasie i
uzyskane liczby nazywane czestoéciami (lub liczebnosciami klas) wpisujemy
w drugiej kolumnie tabeli na wysokosci odpowiadajacych im klas.

4. Dzielac otrzymane w poprzednim kroku czestosci przez liczbe wszystkich
danych, otrzymujemy czestosci wzgledne, ktére zapisujemy w trzeciej ko-
lumnie.

5. Czesto przydatnym jest wyrazenie czestosci wzglednej w procentach i zapi-
sanie jej w czwartej kolumnie. Otrzymuje sie jg z trzeciej kolumny, mnozac
wystepujace w niej liczby przez 100. Z czestosci wzglednej w procentach
korzystamy, tworzac na przyktad wykres kotowy dla rozktadu czestosci?).

Czasami przydatnym jest uzycie tzw. rozktadu skumulowanych czestosci, ktéry
pokazuje czestosci nie w danej klasie, ale w przedziatach okreslonych nieréwnoscia
“mniejsze lub réwne” danej liczbie, zwykle réwnej gérnej granicy poszczegdlnego
przedziatu klasowego. Uzyskuje sie go, sumujac kolejne czestosci w klasach. Np. w
Przyktadzie 1.1.1 skumulowana czestos¢ dla pierwszej klasy wynosi 0 +6 = 6, dla
drugiej klasy jest réwna 0+ 6 + 14 = 20, dla trzeciej 0+ 6 + 14 + 18 = 38 itd. Dla
drugiej, trzeciej i dalszych klas skumulowane czestosci mozna tez uzyska¢, doda-
jac do poprzedniej skumulowanej czestosci czestos¢ dla danej klasy. W podanym
przyktadzie, skumulowane czestosci 20, 38 mozna uzyskaé, wykonujac obliczenia
6 + 14 = 20, 20 + 18 = 38 itd. W podobny sposéb tworzymy rozktad skumu-
lowanych czestosci wzglednych i rozktad skumulowanych czestosci w procentach.

2 Tworzenie wykresu kotowego ma sens, jedli liczba klas nie jest zbyt duza. W przeciwnym

razie, szczegdlnie w czarno-biatym druku, mozemy otrzymaé zbyt mate i mato odréznialne od
siebie wycinki kota, powodujace mata czytelno$é¢ wykresu.
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Wystarczy zamiast czestosci uzy¢é odpowiednio czestosci wzglednych i czestosci
wzglednych w procentach.

Przyktad 1.1.3. Grupie 60 pacjentéw z temperatura ciata 39°C i wyzsza podano
lek, a nastepnie co godzine mierzono temperature, aby sprawdzi¢ po ilu godzinach
temperatura ciata obnizyta sie o co najmniej 1°C. Uzyskane dane zawiera ponizsza
tabela.

3 3 4 4 3 3 4 2 3 2 2 3 3 3 1 4 3 1 3 1
3 2 2 4 3 5 3 3 2 3 2 4 1 4 5 5 3 3 6 2
3 3 1 2 2 2 1 4 5 5 1 2 4 2 3 5 4 4 3 4
Poniewaz rozstep w tym zbiorze danych jest maty (6 — 1 = 5), to klasami

beda tu pojedyncze wartosci danych, tj. liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ze wzgledu na to,
Ze mierzony czas jest zmienng typu ciggtego zwykle tworzy sie przedziaty klasowe
o dtugosci 1, odejmujac od liczb bedacych klasami 0,5 i dodajac do nich 0,5 (w
tym przypadku klasy i przedziaty klasowe nie beda tozsame, jak byto to wczesniej).
Postepujac tak, otrzymamy nastepujaca tabele rozktadu czestosci

Tabela 1.3

Rozktady czestosci i skumulowane rozktady czestosci czaséw reakcji organizmu na lek
obnizajacy temperature ciata

Przedziaty ., | Skumulowana | Czestos¢ Skumulov,v?na Czestosc
Klasy | | asowe | C7EStOS¢ czestosé wzgledna czestosc wzgl.(%)
wzgledna

1 05—-15 7 7 0,1167 0,1167 11,67

2 1,5—-25 13 20 0,2167 0,3334 21,67

3 25—-35 21 41 0,3500 0,6834 35,00

4 35—45 12 53 0,2000 0,8834 20,00

5 45—55 6 59 0,1000 0,9834 10,00

6 55—6,5 1 60 0,0167 1,0001 1,67
Suma 60 1,0001%) 100,01

)Zob. uwagi w przypisie a) pod Tabelg 1.2 na str. 18. A

1.1.2. Przyktady graficznej prezentacji danych

Jest bardzo wiele sposobéw prezentacji danych za pomoca grafiki. W tej sek-
cji oméwimy tylko niektére z nich. Majac dane reprezentujace zmienng (ceche)
typu iloSciowego przygotowane w tabelach z rozktadami czestosci bezwzgled-
nych, wzglednych czy tez wzglednych w procentach (nieskumulowanych i skumu-
lowanych), najprostszym i najczestszym sposobem ich graficznej prezentacji jest
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histogram. Sktada sie on z szeregu przylegajacych do siebie prostokatéw umiesz-
czonych na poziomej osi wspétrzednych. Podstawy (szerokosci) tych prostokatéw
wyznaczaja szerokosci przedziatéw klasowych, a ich wysoko$¢ wyznaczajg czesto-
Sci (liczebnosci) elementéw nalezacych do danych przedziatéw klasowych. Rys. 1.1
przedstawia histogram rozktadu czestosci cisnienia tetniczego skurczowego uzy-
skany na podstawie kolumny 1 i 2 Tabeli 1.1, a Rys. 1.2 przedstawia histogram
rozktadu czestosci wzglednych cidnienia tetniczego skurczowego uzyskany na pod-
stawie kolumny 1 i 3 tej samej tabeli. Wiele pakietow statystycznych daje mozli-
wos¢ wprowadzenia dodatkowych elementéw do histogramu, np. do histogramu na
Rys. 1.1 dodano przeskalowang krzywa rozktadu normalnego® (zwanga tez krzywa
normalng) najlepiej dopasowana do analizowanego rozktadu. Zauwazmy tez, ze w
obu histogramach prostokaty zostaty troche odsuniete od osi poziomej i w uzy-
skanej w ten sposéb przestrzeni znajduja sie cienkie kreseczki wskazujace pozycje
danych. Nie jest to jednak standardowy element histogramu.
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Rys. 1.1. Histogram rozkfadu czestosci cisnienia tetniczego skurczowego z natozong
przeskalowana krzywa rozktadu normalnego

Jesli chodzi o dane typu jakosciowego (kategorialnego), to do ich graficzne;
prezentacji zamiast histograméw uzywamy wykreséw stupkowych. S one podobne
do histograméw. Dla tego typu danych szeroko$¢ prostokatéw nie ma znaczenia i

30 rozktadzie normalnym bedzie mowa w dalszej czeéci podrecznika. Gdy suma pél prostoka-
tow histogramu, oznaczmy ja litera S, jest rézna od 1, to krzywa rozktadu normalnego wymaga
skalowania, tj. pomnozenia jej rzednych (wspétrzednych na osi pionowej) przez liczbe S.
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Rys. 1.2. Histogram rozktadu wzglednej czestosci cisnienia tetniczego skurczowego

nie musza przylegac jeden do drugiego. Ich szerokosci powinny byé réwne, a ich
wysokosci reprezentuja czestoéci w odpowiednich klasach. O$ pionowa® powinna
mieé podziatke. Natomiast podziatka nie jest potrzebna na osi poziomej i zamiast
niej pod prostokatami wystepuja etykiety (nazwy klas). Rys. 1.3 przedstawia wy-
kres stupkowy czestosci grup krwi i czynnika Rh w badanej grupie oséb, a Rys. 1.4
jest wykresem stupkowym wzglednej czestosci grup krwi i czynnika Rh w badanej
grupie oséb.

Histograméw uzywamy réwniez do graficznej prezentacji czestosci skumulo-
wanych. Przyktad takiego histogramu dany jest na Rys. 1.5.

Do graficznej prezentacji danych uzywane s3 tez wykresy kotowe®). Przyktad
takiego wykresu dany jest na Rys. 1.6.

Dane lub bardziej precyzyjnie, informacje o interesujacej nas zmiennej zawarte
w danych, mozna tez przedstawia¢ graficznie za pomoca wykreséw liniowych. Jest
wiele rodzajéw wykreséw liniowych. Oméwimy tylko kilka wazniejszych z nich.

Wielobok® czestosci (wtaczajac czestos¢ wzgledng jak i skumulowang) to ta-
mana taczaca punkty na ptaszczyznie, ktérych pierwsza wspdtrzedna sa Srodki

#)Czasami wygodniej jest odwrécié role osi, aby otrzymaé poziomy wykres stupkowy i wtedy
w tym zdaniu i nastepnym trzeba zamieni¢ miejscami stowa “pionowa” i “pozioma”.

Y Uwaza sie jednak, ze wykresy kotowe nie s3 dobra forma prezentacji informacji, poniewaz
oko ludzkie dobrze sobie radzi z poréwnaniami, gdy uzyta jest miara liniowa, a znacznie gorzej,
gdy mamy poréwnywaé wzgledne miary pol.

6)Zamiast wielobok powinno sie méwi¢ famana, chyba ze zaznaczamy caty obszar ograniczony
tamang, osig poziomga i pionowymi odcinkami taczacymi konce tamanej z osig pozioma.
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Rys. 1.3. Wykres stupkowy rozktadu czestosci grup krwi i czynnika Rh
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Rys. 1.4. Wykres stupkowy rozktadu czestosci wzglednej grup krwi i czynnika Rh

przedziatéw klasowych”), a druga czestoéci. W zaleznoéci od tego czy mamy do
czynienia z czestosciami, czestoSciami wzglednymi czy tez czestoSciami skumulo-
wanymi bedziemy méwié odpowiednio: o wieloboku czestosci, wieloboku czestosci

7) Jedli klasy sa jednoelementowe, to pierwszymi wspétrzednymi sa wartosci danych, dla ktérych
podane s3 czestosci.
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Rys. 1.5. Histogram rozktadu czestosci skumulowanych czasu potrzebnego po zazyciu
leku do obnizenia temperatury ciata o co najmniej 1°C
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Rys. 1.6. Wykres kotowy rozktadu czestosci czasu potrzebnego po zazyciu leku do
obnizenia temperatury ciata o co najmniej 1°C

wzglednych i wieloboku czestosci skumulowanych®). Na osi poziomej z zasady za-
znaczamy jeszcze jedng warto$¢ na lewo od $rodka pierwszego przedziatu czestosci
(na Rys. 1.7 jest nig warto$¢ 95) w taki sposéb, aby odlegtoéci wszystkich sa-

®Nazywanym tez krzywa wzrostu czestoéci, a w jezyku angielskim ogive. Uwaga: Dla danych
typu ciggtego zamiast Srodkéw przedziatéw klasowych bierzemy konce tych przedziatéw.
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siednich zaznaczonych wspoétrzednych byty jednakowe, a w przypadku wieloboku
czestosci i czestosci wzglednych zaznaczamy w podobny sposéb jeszcze druga
warto$¢ na prawo od $rodka ostatniego przedziatu czestosci (na Rys. 1.7 jest nig
warto$¢ 175). Tym dodanym wspdtrzednym przypisujemy zerowe czestosci. Wie-
loboki czestosSci moga by¢ uzyte tylko do danych reprezentujacych zmienne
(cechy) typu iloSciowego.

20 4

15 4

10

Czestosc

[

T T T T T T T 1
95 105 115 125 135 145 155 165 175
Cisnienie tetnicze skurczowe

Rys. 1.7. Wielobok czestosci dla ci$nienia tetniczego skurczowego

Rys. 1.7 przedstawia wykres wieloboku czestosci dla ci$nienia tetniczego skur-
czowego z Przyktadu 1.1.1 (dane w Tabeli 1.1), Rys. 1.8 pokazuje wielobok czesto-
Sci wzglednych dla czasu potrzebnego po zazyciu leku do obnizenia temperatury
ciata o co najmniej 1°C dla danych z Tabeli 1.3, a Rys. 1.9 prezentuje wielo-
bok skumulowanych czestosci dla czasu potrzebnego po zazyciu leku do obnizenia
temperatury ciata o co najmniej 1°C dla danych z Tabeli 1.3.

1.2. Opis statystyczny
1.2.1. Miary tendencji centralnej

W statystyce najczesciej mamy do czynienia z préba wzieta z populacji w celu
uzyskania z niej informacji o interesujacej nas zmiennej (cesze) lub zmiennych.
Nastepnie na podstawie tej informacji wnioskuje sie o wtasnosciach badanej cechy
w cafej populacji. Jesli jednak populacja jest mata, to na ogdt nie ma potrzeby wy-
bierania préby z populacji, poniewaz interesujaca nas informacje mozemy uzyska¢,
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Rys. 1.8. Wielobok czestosci wzglednych dla czasu potrzebnego po zazyciu leku do
obnizenia temperatury ciata o co najmniej 1°C
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Rys. 1.9. Wielobok skumulowanych czestosci wzglednych dla czasu potrzebnego po
zazyciu leku do obnizenia temperatury ciata o co najmniej 1°C

wykorzystujac cata populacje. Definicje niektérych pojeé, ktére wprowadzimy w
tej sekcji moga sie rézni¢ w zaleznosci od tego czy beda sie one odnosi¢ do préby
czy do populacji. Liczbe elementéw w probie bedziemy oznaczad literg n, a liczbe
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elementéw w populacji literg N.

Miary tendencji centralnej charakteryzuja za pomoca liczb $redni lub typowy
poziom warto$ci badanej zmiennej (cechy). Trzy powszechnie uzywane miary ten-
dencji centralnej to érednia®), mediana i moda. Zanim zdefiniujemy te trzy miary
powiedzmy najpierw dla jakiego typu danych maja one sens:

» Srednig definiuje sie dla danych typu ilosciowego (ciggtego i dyskretnego);

= mediane definiuje sie dla danych typu iloéciowego!®) (ciggtego i dyskret-
nego);

» mode definiuje sie dla danych typu iloSciowego i jakoSciowego; moze ona
jednak nie istniec.

Definicja 1.2.1. Dla zbioru danych reprezentujgcych wartosci pewnej zmiennej
(cechy) Srednia arytmetyczna tej zmiennej lub krétko Srednia to suma wszyst-
kich wartosci elementéw tego zbioru podzielona przez liczbe jego elementéw. Sred-
nig dla préby xi, ..., x, bedziemy oznaczali symbolem X, a Srednia dla populacji
X1, ..., XN oznaczymy grecka litera w. Mamy wobec tego nastepujace wzory:

X1 t+Xp+ -+ Xp

Srednia dla préby: X = : (1.1)
n

X1+ X+ -+ XN
N .

Srednia dla populacji: W= (1.2)
Zapis wzordw (1.1) i (1.2) mozna znacznie skrécié, jedli uzyjemy symbolu sumo-
wania 3 (grecka duza litera sigma)'?). Wtedy oba wzory mozemy zapisa¢

1 1
)?zEZX,-, ;L:NZX,-. (1.3)
' i=1

n n
Wzér > x;j z symbolem >, ktéry zobaczymy, gdy wzér ten jest wyodrebniony z
i=1 i=1
tekstu'® (jak w (1.3) powyzej) i wzér 327, x; zsymbolem Y7, ktéry zobaczymy,
gdy jest on w tej samej linijce wraz z innym tekstem oznacza, ze nalezy zsumowac
wyrazy ciagu xi, X2, ..., Xp, zaczynajac od wyrazu z indeksem (numerem) j =1
i konczac na wyrazie z indeksem n.

)W naszym tekécie ograniczymy sie tylko do éredniej arytmetycznej choé w statystyce uzywa
sie tez innych $rednich, np. geometrycznej, wazonej itp.

10)Czasami statystycy definiuja mediane tez dla danych typu jakosciowego porzadkowego.

Wiecej informacji o symbolu sumowania znajduje sie w Dodatku B.
) Jak widaé wyzej, taki wzdr uzyty w tekécie powoduje, ze odstep linijki, w ktérej sie on znaj-
duje, od dwdch sasiednich linijek tekstu jest znacznie wiekszy niz odstepy pomiedzy pozostatymi
linijkami tekstu.

12
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Przyktad 1.2.1. Ponizsza tabela zawiera wagi noworodkéw (w kg) urodzonych w
wybranym tygodniu w pewnym szpitalu. Obliczy¢ srednia wage noworodka.

4,09 3,79 368 358 405 369 285 318 341 371
376 3,11 391 380 297 29 270 401 372 297

Rozwigzanie:

320 x; = 4,09 + 3,79 + 3,68 + 3,58 + 4,05 + 3,60 + 2,85 + 3,18
+ 3,41 43,71 4+ 3,76 + 3,11 + 3,91 + 3,80 + 2,97 + 2,96
+ 2,70 + 4,01 4 3,72 + 2,97 = 69,94.

Y0 xi 69,94
=17 _ — 3,497.
20 20 A

Zatem X =

Czesto granice sumowania i = 1 i n we wzorze )" ; x; opuszcza sig, jesli
zmienna ma tylko jeden'3) indeks, np. i, i pisze sie wtedy > x;, co oznacza, ze
nalezy zsumowac¢ wartosci x; dla wszystkich i.

Uwaga 1.2.1. Jedng z gtéwnych wad sredniej jest jej wrazliwos¢ na kazda wartos¢
sktadnika sumy obliczanej podczas jej wyznaczania, tak ze pojedyncza wartos¢ da-
nej mocno rézniaca sie od wartosci pozostatych danych'® moze znacznie zmienié
wartos¢ sredniej.

Uwaga 1.2.2. Obliczanie Srednich, cho¢ fatwe do wykonania korzystajac nawet z
prostego kalkulatora, najczesciej bedzie wykonywane przez programy statystyczne
Jako jeden z elementéw wsréd innych obliczen statystycznych. Ale wiele programéw
statystycznych daje nam mozliwos¢ obliczy¢ ja oddzielnie.

Wady $redniej nie ma miara tendencji centralnej zwana mediana. Uporzad-
kujmy niemalejaco, tj. od najmniejszej do najwiekszej, dane xi, ..., x, i tak upo-
rzadkowany zb6r oznaczymy jako zbidr x(y), . . ., x(n). Na przyktad dla zbioru 3,7, 1,
gdzie x; = 3, xo = 7 i x3 = 1, po uporzadkowaniu otrzymamy zbiér 1, 3,7, gdzie
X(l) = 1, X(2) = 3, X(3) =17.

Definicja 1.2.2. W zbiorze danych reprezentujacych wartosci pewnej zmiennej
i bedacych proba mediana jest wartoscig srodkowg uporzadkowanego niemale-
Jjaco lub nierosnaco wyjsciowego zbioru danych. Zatem, gdy wartosci x1, ..., Xp

13)Zmienne moga mie¢ wiecej indekséw, np. x;; ma dwa indeksy i i j. Opuszczajac je, nie
wiedzielibySmy czy mamy sumowa¢ po obu indeksach i i j czy tylko po jednym z nich.
) Takie dane nazywamy danymi “odstajacymi” (po angielsku outliers).
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zmiennej w prébie tworzg po uporzagdkowaniu cigg niemalejacy xxy, - ., X(n), to
mediane z préby, oznaczana symbolem m., definiuje wzér

X((n+1)/2) gdy n jest nieparzyste,
Me = (1.4)

2 (X(nj2) + X((nj2)+1)) &dy n jest parzyste.

Podobnie definiujemy mediane populacji M.. Zamieniajac we wzorze (1.4)
me na M. i mate n na duze N, otrzymujemy

X((N+1)/2) gdy N jest nieparzyste,
M, = (1.5)

2 (x(vj2) + X((nj2)+1))  &dy N jest parzyste.

Przyktad 1.2.2. Wyznaczmy mediane w zbiorze danych z Przyktadu 1.2.1.
Rozwigzanie:

Po uporzadkowaniu danych niemalejaco otrzymamy:

2,70 285 29 297 297 3,11 3,18 3,41 358 3,68
369 371 372 37 379 380 391 4,01 405 4,09

Poniewaz liczba elementéw naszego zbioru jest parzysta (n = 20), to x,» = x10 =
3,68 a X(p2)+1 = x11 = 3,69 (obie wartosci w powyzszej tabeli zaznaczyli$my,
zapisujac je ttustym drukiem) i z drugiej linijki wzoru otrzymujemy

1
me = (3,68 +3,69) = 3,685.

Przyktad 1.2.3. Niech nastepujace dane
3,5,4,6,15 4,3

wyrazaja liczbe powaznych zabiegéw chirurgicznych po urazach spowodowanych
wypadkami w kolejnych dniach jednego z tygodni lutego. Wyznaczy¢ srednia liczbe
zabiegdw chirurgicznych na jeden dzien oraz mediane dla tych danych.

Rozwiazanie:

Po uporzadkowaniu®®) (niemalejaco) naszego zbioru danych otrzymamy
3,3,4,4,5,6,15

Wykonujac obliczenia, otrzymujemy

19 Zwré¢émy uwage na to, ze érednia nie zalezy od kolejnosci w jakiej wystepuja dane.
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3+3+4+4+5+6+15
g= 22T +7+ O 571 me=xa =4

Jak widzimy, obie te miary tendencji centralnej znacznie sie réznig. Na $rednig,
w odréznieniu od mediany, duzy wptyw ma liczba 15, znacznie odstajgca od po-
zostatych danych. Jesli przyczyna tej duzej liczby interwencji chirurgicznych w
poréwnaniu do reszty dni tygodnia byto w tym dniu, np. nagte oblodzenie jezdni i
chodnikéw, to mediana pewnie lepiej niz Srednia przybliza Srednig dzienna liczbe
interwencji w innych tygodniach zimowych i nie zmieni sie, jesli w rozwazanych
danych zamiast 15 znajdzie sie dowolna inna liczba wieksza od 3. Natomiast $red-
nia, zalezac od wartosci kazdej obserwacji, pozwala nam zauwazy¢ takie zmiany
w danych i zwrdci¢ na nie uwage. A

Trzecia miara tendencji centralnej, tj. moda nazywana tez dominantg, jest
rzadziej uzywana niz dwie poprzednie.

Definicja 1.2.3. Dla zbioru danych reprezentujacych wartosci pewnej zmiennej
(cechy) moda nazywamy wartos¢, ktéra wystepuje w tym zbiorze najczesciej.

Niech zbiér danych (obserwacji) reprezentuje wartoséci pewnej zmienne;.

= Jedli w zbiorze tym tylko jeden element wystepuje z najwigksza czestoscia,
to méwimy wtedy, ze zmienna ma rozktad jednomodalny.

» Jesli w zbiorze tym dwa elementy wystepuja z t3 sama najwiekszg czestoscia,
to oba s3 modami i méwimy wtedy, ze zmienna ma rozktad dwumodalny
lub bimodalny.

= Jesdli w zbiorze tym wiecej niz dwa elementy wystepuja z t3 sama najwieksza
czestoscig, to one wszystkie s3 modami i méwimy wtedy, ze zmienna ma
rozktad wielomodalny.

» Jedli w zbiorze tym wszystkie elementy wystepuja tylko raz, to dla tego
zbioru moda nie istnieje.

Patrzac na Tabele 1.3, widzimy, ze w Przyktadzie 1.1.3 moda jest liczba 3
godzin, poniewaz ta liczba godzin wystepuje najczesciej w badanym zbiorze i jej
czesto$¢ wystepowania wynosi 21. Dla zbioru danych z Przykfadu 1.2.1 moda jest
ciezar noworodka réwny 2,97 kg. Dla zbioru danych z Przykfadu 1.2.3 modami s3
liczba 3 i liczba 4 interwencji chirurgicznych w ciggu dnia. Dla zbioru danych z
Przyktadu 1.1.2 (Tabela 1.2) moda jest grupa krwi 0+.

1.2.2. Ksztatt rozktadu czestosci

Rozktad czestosci moze przyjmowac rézne ksztatty. Wyrdznia sie trzy ksztatty
rozktadu: symetryczny, asymetryczny prawostronnie zwany tez asymetrycznym
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prawoskosnie lub asymetrycznym dodatnio i asymetryczny lewostronnie zwany
tez asymetrycznym lewoskosnie lub asymetrycznym ujemnie. O dwéch ostatnich
typach rozktadéw méwimy, ze s3 skosne. Przyktadowe wykresy (histogramy) roz-
ktadu symetrycznego, asymetrycznego prawostronnie i asymetrycznego lewostron-
nie pokazane s3 na Rys. 1.10. Je$li zmienna ma rozktad mocno asymetryczny

109 (A): Rozktad asymetryczny 104 (B): Rozktad asymetryczny
9-| lewostronnie (lewoskos$nie) . 9 . prawostronnie (prawoskos$nie)
8 8
74 74
6 6
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4- | 4- |
1 I
3 : 3+ i
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Rys. 1.10. Typy rozktadéw czestosci (wyrdzniliSmy potozenie $redniej, mediany i mody
réznym typem linii, prowadzac je od gérnej krawedzi odpowiedniego stupka (prosto-
kata) do punktu wskazujacego dany parametr na osi poziomej)

prawostronnie (jak mierzy¢ sko$noé¢ rozktadu powiemy pézniej), to wiekszos¢ jej
wartoéci wpada do przedziatu na lewo od $redniej i skupia sie w lewym koncu
rozktadu, a jego tzw. ogon znajduje sie po prawej stronie wykresu. Ponadto, jej
Srednia i mediana s3 na prawo od mody oraz zwykle $rednia jest tez na prawo od
mediany?0).

Natomiast, jesli zmienna ma rozktad mocno asymetryczny lewostronnie, to

)Dla rozktadéw asymetrycznych prawostronnie mozna jednak podaé przyktady, dla ktérych
$rednia jest na lewo od mediany, a dla asymetrycznych lewostronnie na prawo od mediany.
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wiekszo$¢ jej wartosci wpada do przedziatu na prawo od Sredniej i skupia sie
w prawym koncu rozktadu, a jego ogon znajduje sie po lewej stronie wykresu.
Ponadto, jej Srednia i mediana s3 na lewo od mody oraz zwykle Srednia jest tez
na lewo od mediany.

Dlatego w przypadkach mocnej asymetrii bardziej odpowiednig miara tendencji
centralnej bedzie raczej mediana niz Srednia.

1.2.3. Miary zmiennosci (rozproszenia, dyspers;ji)
Zacznijmy od nastepujacego przyktadu.

Przyktad 1.2.4. Wiersz A ponizszej tabeli zawiera uporzadkowane rosngco czasy
oczekiwania (w dniach) wybranych 15 pacjentéw na zabieg w szpitalu w jednej
miejscowosci, a wiersz B tak samo uporzadkowane czasy oczekiwania wybranych
15 pacjentéw na zabieg w szpitalu w innej miejscowosci. Wyznaczy¢ srednia i me-
diane dla czaséw w wierszu A i czaséw w wierszu B.

A- 3 6 9 12 17 20 25 30 32 35 39 40 41 45 56
B: 13 13 14 15 20 21 26 30 31 34 36 37 38 40 42

Rozwigzanie:

Obliczenia sa tatwe i po ich wykonaniu otrzymujemy
XA = Xg = 27%, Me.A = Me.g = 30. A

Przyktad ten pokazuje, ze cho¢ érednie i mediany dla obu zbioréw danych s3
takie same, to wartosci danych w zbiorze A s3 bardziej rozproszone niz w zbiorze B.
Dlatego najprostsza miara zmienno$ci (rozproszenia) jest wprowadzony wczesniej
rozstep zbioru danych. Rozstep zbioru A wynosi 53 a rozstep zbioru B réwny jest
29. Wadg3 rozstepu jest jego zaleznos$¢ tylko od dwdch wartosci w zbiorze danych,
najwiekszej i najmniejszej, a nie bierze on pod uwage wszystkich pozostatych
wartosci danych. Wydawaé by sie mogto, ze lepsza miarg zmiennosci jest wziecie
Sredniej z odchylen wszystkich danych od $redniej, tj. (37 ;(x; — X))/n. Jednak,
nie jest trudno policzy¢, ze suma takich odchylen zawsze jest réwna 0. Dlatego,
w podanym wzorze zamiast sumowa¢ (x; — X) sumuje sie wartoéci bezwzgledne
odchylen |x; — X| i (dla préby) za miare zmiennosci bierze sie wielko$¢ okreslong
wzorem . ~

d — Zizl |Xi B X|, (16)
n
ktora nazywa sie odchyleniem przecietnym. My jednak bedziemy zajmowac sie naj-
czesciej uzywang miarg zmiennosci, tj. wariancja oraz pierwiastkiem kwadratowym
z wariancji zwanym odchyleniem standardowym.
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Definicja 1.2.4. Wariancje z préby xi1, x2, ... , X 0 Sredniej X oznaczamy sym-
bolem'”) §2 | okreslamy wzorem

@ ba- x)? + (x —n>‘<_)21+ ot (= X)? Z,f’zln(ﬁ I >—<)2_ (1.7)

Definicja 1.2.5. Odchylenie standardowe z préby xi, xz, ..., X, 0 Sredniej X
oznaczamy symbolem 5 i definiujemy jako pierwiastek kwadratowy z wariancji.
Zatem § = /52 |ub réwnowaznie

5

) \/<x1 — 22+ (% —nz_)21+ (e X2 \/Eyl(x,- “% g

Dla wiekszej ilosci danych obliczanie wariancji i odchylenia standardowego jest
uciazliwe, jesli korzystamy z kalkulatora. Wtedy najlepiej skorzysta¢ z ktéregos z
pakietéw statystycznych. Jesli liczba danych n nie jest zbyt duza i chcemy obliczy¢
te wielkosci “recznie”, to najlepiej skorzystaé z nastepujacych wzoréw, ktére sa
rébwnowazne odpowiednio wzorom (1.7) i (1.8), a wymagaja mniej obliczen.

o N(ESd) ~ (S0 \/ 1 (Sh1F) ~ (ST %)’

B n(n—1) ' n(n—1) (1.9)

Przyktad 1.2.5. Dla danych z Przyktadu 1.2.4 obliczy¢ wariancje i odchylenie
standardowe. Dla wygody przepiszmy te dane.

A 3 6 9 12 17 20 25 30 32 35 39 40 41 45 56
B: 13 13 14 15 20 21 26 30 31 34 36 37 38 40 42

Rozwigzanie:
Obliczenia wykonamy ze wzoréw (1.7), (1.8) i (1.9) a wyniki umieScimy w tabelce.

)Dla zgodnosci z oznaczeniem odpowiedniego estymatora wariancji, ktéry wprowadzimy péz-
niej, stawiamy nad s daszek.
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Zbidr A: Zbiér B:

Obs. | i | =X | (xx—=X?| XX |yi| yi—y | vi=9>| v
1 3 | —24,3333| 592,1111 9 | 13 | —14,3333 | 205,4444 169
2 6 | —21,3333| 455,1111 36 | 13 | —14,3333 | 205,4444 169
3 9 | —18,3333| 336,1111 81 | 14 | —13,3333 | 177,7778 196
4 12 | —15,3333 | 235,1111 144 | 15 | —12,3333 | 152,1111 225
5 17 | —10,3333 | 106,7778 289 | 20 | —7,3333| 53,7778 400
6 20 —7,3333 53,7778 400 | 21 —6,3333 40,1111 441
7 25 | —2,3333 5,4444 625 | 26 | —1,3333 1,7778 676
8 30 2,6667 7,1111 900 | 30 2,6667 7,1111 900
9 32 46667 | 21,7778 | 1024 | 31 3,6667 | 13,4444 961
10 | 35 7,6667 | 58,7778 | 1225 | 34 06,6667 | 44,4444 | 1156
11 39 11,6667 | 136,1111 | 1521 | 36 8,6667 | 75,1111 | 1296
12 | 40 12,6667 | 160,4444 | 1600 | 37 90,6667 | 93,4444 | 1369
13 | 41 13,6667 | 186,7778 | 1681 | 38 10,6667 | 113,7778 | 1444
14 | 45 17,6667 | 312,1111 | 2025 | 40 12,6667 | 160,4444 | 1600
15 | 56 28,6667 | 821,7778 | 3136 | 42 14,6667 | 215,1111 | 1764

Suma 410 3489,3333 14696 410 1559,3333 12766

Zatem zgodnie z wzorami, odpowiednio (1.7) i (1.8), mamy

4

82 = % =249,2381, 54 = +/249,2381 = 15,7873,
1559,33333 .

82 = —;  — 11,3810, 35 = +/111,3810 = 10,5537.

Natomiast ze wzoréw (1.9) otrzymujemy doktadnie te same wartosci

. 1514696 — 4102

2 = T = 2492381, 54 = 1/249,2381 = 15,7873,
15 - 12766 — 4102
82 = > 156614 o _ 111,3810, $g = /111,3810 = 10,5537.

Zwréémy uwage na fakt, ze korzystajac ze wzoréw (1.9) zamiast (1.7) i (1.8)
nie musimy wykonywaé n odejmowan, a tylko jedno oraz dodatkowo wykonaé
dwa mnozenia i jedno potegowanie. Ponadto, nie jest nam potrzebne obliczanie
Sredniej i jesli dane s3 liczbami catkowitymi, to wszystkie dziatania wykonujemy
na liczbach catkowitych nawet, gdy $rednia nie jest liczba catkowita. A

Uwaga 1.2.3. We wzorach (1.7) i (1.8) mamy dzielenie przez n — 1, a nie przez
n. Wariancje z préoby najczesciej obliczamy po to, aby uzy¢ jej do oszacowania
wariancji dla populacji, a nie dysponujac wartoscia sredniej p dla populacji we
wspomnianych wzorach, uzywamy Sredniej X dla proby. Proba zwykle tez nie jest
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duza i w takich przypadkach wariancja w populacji zwykle bedzie niedoszacowana,
Jjesli podzielimy sume kwadratéw odchylen przez n. Dzielac te sume przez n — 1,
otrzymamy troche wieksze a przez to lepsze oszacowanie wariancji dla populacji*®).

Zauwazmy, ze dokonujac matych zmian we wzorach (1.9), bedziemy mogli uzy¢ ich
do obliczania wariancji i odchylenia standardowego dla danych pogrupowanych. Dane
pogrupowane, to dane, dla ktérych mamy podane tylko przedziaty, do ktérych ich
wartosci naleza oraz czestosci, tj. liczby danych nalezacych do poszczegdlnych prze-
dziatéw. W szczegdlnosci, danymi pogrupowanymi sg dane, dla ktérych podajemy tylko
rézne wartoéci zmiennej (cechy) x;, i = 1,..., k oraz czestoéci n; ich wystepowania
w zbiorze danych. Wypiszmy tez wzdr na obliczenie $redniej dla tego typu danych,
cho¢ nie jest on potrzebny do obliczenia wariancji i odchylenia standardowego (ale
majac $rednig, mozna ja w tym celu wykorzystaé). Niech n oznacza sume czestosci,
tj. n = ny + -+ ng. Po dokonaniu odpowiednich zmian w (1.3) i (1.9) otrzymujemy

Son a(S0) - (Ean) (Se) e

- _ =1 _ i=1 i=1 _ \i=1 &= /82
x n n(n—1) n—1 i =
(1.10)

Przyktad 1.2.6. Obliczy¢ Srednia, wariancje i odchylenie standardowe dla pogrupowa-
nych danych z Przyktadu 1.1.3, biorac wartosci z pierwszej i trzeciej kolumny Tabeli
1.3 rozktadu czestosci, tj. dla danych

Klasa (x;): 1 2 3 4 5 6
Czestos¢: 7 13 21 12 6 1
Rozwigzanie:
Korzystajac z wynikéw w tabelce
Nr ) Klasy | Czestosci nixi | nix?
obserwacji X; n; !
1 1 7 7 7
2 2 13 26 52
3 3 21 63 | 189
4 4 12 48 | 192
5 5 6 30 | 150
6 6 1 6 36
Suma 60 180 626

otrzymujemy

18)Precyzyjne uzasadnienie uzycia n — 1 zamiast n wymaga pojecia estymatora nieobciaZzonego,
ktore wprowadzimy pézniej.
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180 _3 2 60 - 626 — 180

50 5 60.59 = 1,4576, 5 =4/1,4576 = 1,2073.

A

)_(:

Rozwazmy teraz przyktad dla danych pogrupowanych w przedziatach.

Przyktad 1.2.7. Obliczy¢ Srednia, wariancje i odchylenie standardowe dla danych z
Przyktadu 1.1.1, korzystajac z kolumny pierwszej i drugiej Tabeli 1.1 rozktadu czesto-
sci, tj. dla danych (P - przedziaty, C - czestosci)

P: [100,110) [110,120) [120,130) [130,140) [140,150) [150,160) [160,170)
CC 6 14 18 13 5 3 1

Rozwigzanie:

Poniewaz teraz zamiast wartosci zmiennej mamy tylko przedziaty do ktérych te war-
todci naleza, to za wartoéci x; badanej zmiennej (w tym przypadku wartosci cisnienia
skurczowego) bierzemy $rodki podanych przedziatéw. Dalsza cze$¢ obliczen jest do-
ktadnie taka sama jak w poprzednim przyktadzie.

Korzystajac z wynikéw w tabelce ponizej, otrzymujemy: X = % = 126,6667,

Nr Wartosci | Czestosci 2
.. n;X; n;X:
obserwacji X; n; !

1 105 6 630 66150

2 115 14 1610 | 185150

3 125 18 2250 | 281250

4 135 13 1755 | 236925

5 145 5 725 | 105125

6 155 3 465 72075

7 165 1 165 27225

Suma 60 7600 973900

. 60-973900 — 76002

° T 60 - 59
Pamietajmy jednak, ze majac dane z podanymi tylko przedziatami dla wartosci zmien-
nej i czestoSciami, otrzymujemy tylko wartosci przyblizone dla $redniej, wariancji i
odchylenia standardowego. Parametry te obliczamy w taki sposéb, gdy nie mamy da-
nych podanych tak jak w Przyktadzie 1.1.1. Korzystajac bowiem z wartosci 60 pomia-
row cisnienia podanych w tresci przykfadu, otrzymamy prawdziwe wartosci Sredniej,
wariancji i odchylenia standardowego dla préby réwne

= 190,3955, 5§ = +/190,3955 = 13,7984.

X = 125,6667, 52 = 179,2768, 5§ =4/179,2768 = 13,3894. A

Podajmy teraz definicje wariancji i odchylenia standardowego dla populacji.
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Definicja 1.2.6. Wariancje populacji xi, x2, ... ,xn 0 Sredniej p oznaczamy
symbolem o2 i okreslamy wzorem

N
o (a—p)PHle—p)?+ o+ v —pw)? B — )
o° = = : (1.11)
N N
Definicja 1.2.7. Odchylenie standardowe populacji x1, x2, ... ,xn 0 Sredniej
oznaczamy symbolem ¢ i definiujemy jako pierwiastek kwadratowy z wariancji, tj.

o = Va2 lub réwnowaznie wzorem

_ o — coe (X — N (x: — )2
\/(x1 )2+ (xo M/3I2+ + (xn M)Z_\/ZII(N IL). (1.12)

g =

W przypadku danych pogrupowanych dla populacji mozemy wyprowadzi¢ odpowied-
niki wzoréw (1.10), ktére dla N = ny; + ny + - - - + ni beda miaty postad

2
k k
Z,lle niX;j 5 N (Zizl "in2> - <Zi:1 ”iXi>
_ iz X o

— - _ 2
m T e . o=Vo2  (1.13)

Przyktad 1.2.8. W roku 2016 urodzito sie w Polsce 382257 noworodkéw. Tabl.
78(108) na str. 294 Rocznika Demograficznego GUS 2017 zawiera nastepujace dane
o wagach 3822439 noworodkéw, ktdre cytujemy w ponizszej tabelce.

Przedziat wagowy Liczba urodzen Przedziat wagowy Liczba urodzen

200 - 600 261 3000 - 3500 143999

600 - 1000 1012 3500 - 4000 119365
1000 - 1500 2124 4000 - 4500 35000
1500 - 2000 4649 4500 - 5000 4667
2000 - 2500 14268 5000 - 7000 427
2500 - 3000 56471

Obliczy¢ Srednia, wariancje i odchylenie standardowe.
Rozwigzanie:

Zbiorowo$¢ wszystkich noworodkéw urodzonych w 2016 roku mozemy traktowad jako
populacje. Aby mozna byto zastosowaé wzory (1.13), trzeba wyznaczy¢ $rodki prze-
dziatéw wagowych podanych w tabelce i przyjaé je za wartosci x;. Poniewaz wagi
noworodkéw powyzej 7000 g sa rzadkoscia, a najnizsza waga noworodka (dane z
czasu pisania tego tekstu), ktéry utrzymat sie przy zyciu wynosi 244 g, to wydaje
sie rozsadnym wzig¢ [200, 600) jako pierwszy przedziat i [5000,7000) jako ostatni
przedziat. Zatem korzystajac ze wzoréw (1.13), mamy

9Dla 14 noworodkéw brak danych o ich wadze.
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Nr Wartosci | Czestosci >
.. niX; n;Xx;
obserwacji X; n; !

1 400 261 104400 41760000

2 800 1012 809600 647680000

3 1250 2124 2655000 3318750000

4 1750 4649 8135750 14237562500

5 2250 14268 32103000 72231750000

6 2750 56471 155295250 427061937500

7 3250 143999 467996750 | 1520989437500

8 3750 119365 447618750 | 1678570312500

9 4250 35000 148750000 632187500000

10 4750 4667 22168250 105299187500

11 6000 427 2562000 15372000000

Suma 382243 1288198750 4469957877500

W rezultacie, ze wzoréw (1.13) otrzymujemy

g

1288198750
382243

~ 3370,10,

o 382243 - 4469957877500 — 12881987507

3822432

o = +/336419,05 ~ 580,02.

1.2.4. Wspétczynnik zmiennoSci

~ 336419,05,

Jesli dwie préby reprezentuja dwie zmienne typu iloSciowego przyjmujace war-
tosci liczbowe wyrazone w tych samych jednostkach, to mozna bezposrednio po-
réwnywac obliczone dla nich wariancje czy tez odchylenia standardowe i jesli one
s3 rézne to méwié, ze zmienno$¢ jednej zmiennej jest wieksza (lub mniejsza) od
drugiej. Tak jest np., gdy jedna zmienna jest cisSnienie skurczowe krwi, a druga
ciSnienie rozkurczowe. Ale jesli jedng zmienng jest, np. ci$nienie skurczowe, a
druga czesto$¢ tetna (puls), to bezposrednie poréwnywanie ich wariancji nie ma
sensu. Aby mozna byto poréwnaé zmienno$¢ w dwdch (lub wiecej) zbiorach da-
nych, wprowadza sie pojecie wspoétczynnika zmiennosci. Trzeba jednak dodad,
ze wspotczynnik ten jest wrazliwy na btedy wartosci Sredniej.

Definicja 1.2.8. Wspétczynnik zmiennosci dla préby xi, x, ... ,xp o Sredniej

X oznaczamy symbolem V' i okreslamy go wzorem

V = V =

x| | w

-100%). (1.14)

x| | w>

(lub w procentach:
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Definicja 1.2.9. Wspdéfczynnik zmiennosci dla populacji x1, xo, ... ,xn o Sred-
niej w oznaczamy symbolem v i okreslamy go wzorem

(o)

U= (lub w procentach: v = 7. 100%). (1.15)
"

Przyktad 1.2.9. Pomiary pewnego parametru w grupie pacjentéw obcigzonych
jedna z choréb daty sredniag x = 53,85 jednostek i odchylenie standardowe 5 =
12,37 jednostek, a w grupie pacjentéw nieobciagzonych ta choroba sredniag X =
43,17 jednostek i odchylenie standardowe § = 12,73 jednostek. Obliczy¢ wspot-
czynniki zmiennosci dla obu grup i poréwnac je.

Rozwigzanie:

12,37
Pi : V=—"—--100% = 22,97%.
ierwsza grupa 53.85 %0 %0
12,73
D : = ——-100% = 29,49%.
ruga grupa FERT, ) Yo

Réznica miedzy wspdtczynnikiem zmiennosdci w grupie pacjentéw nie obcigzonych
danga choroba i w grupie pacjentéw obcigzonych tg choroba wynosi 6,52%. A

Przyktad 1.2.10. W grupie pacjentéw zmierzono poziom glukozy we krwi i na
ich podstawie wyliczono Srednia X = 104,59 mg/dl i odchylenie standardowe
S = 21,74 mg/dl. Natomiast dla ich masy ciata Srednia i odchylenie standar-
dowe wyniosty odpowiednio x = 79,24 kg i § = 7,22 kg. Obliczy¢ wspétczynniki
zmiennosci dla obu zmiennych i poréwnac je.

Rozwiazanie:

21,74
Pozi lukozy: V =——.100% = 20,799
oziom glukozy 104,59 Z %
7,22
Waga: V=——-100% = 9,119
282 79,24 % %
Réznica miedzy wspdtczynnikiem zmiennosci poziomu glukozy we krwi i wspo6t-
czynnikiem zmienno$ci masy ciata w grupie pacjentéw wynosi 11,68%. A

1.2.5. Miary pozycyjne

Jako miar pozycyjnych uzywamy kwantyli, percentyli®®), decyli i kwartyli.

20)Percentyle w jezyku polskim nazywane sa tez centylami, szczegdlnie w kontekscie siatek
centylowych, np. siatka centylowa wysokosci ciata chtopcéw w wieku 3-18 lat.
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Definicja 1.2.10. Dla zbioru danych reprezentujacych wartosci pewnej zmiennej
(cechy) iliczby p € (0,1)?Y) kwantylem rzedu p nazywamy taka liczbe qp, ze nie
wiecej niz 100p% wartosci danych jest mniejsza od qp i nie wigcej niz 100(1—p)%
danych jest wieksza od qp.

Jest to jedna z definicji kwantyla jaka mozna spotkac. Zanim przejdziemy do
przyktadéw, wyjasnijmy dwie kwestie zwigzane z powyzszg definicja.

1. 100p% danych, czyli liczba np elementéw zbioru danych o liczebnosci n,
gdzie 0 < p < 1, na ogdt nie jest liczba catkowita. Na przyktad 70%, tj. 0,7
danych dla zbioru danych 3, 4, 5, 6 jest réwne 2,8. Co miatoby oznacza¢,
ze nie wiecej niz 2,8 tych danych ma warto$¢ mniejsza od danej liczby,
np. 57 Wiemy co oznacza, ze 2 wartosci danych s3 mniejsze niz 5 - s3 to
wartosci 3 i 4. Dlatego, jesli liczebnos$¢ zbioru danych wynosi n i np nie jest
liczba catkowity, to w powyzszej definicji przez 100p% liczby danych nalezy
rozumieé liczbe danych réwng zaokragleniu w gére liczby np do najblizszej
liczby catkowitej. Podobnie nalezy rozumie¢ 100(1 — p)% danych, gdy nie
jest ona liczba catkowita.

2. Niestety, Definicja 1.2.10 nie okresla jednoznacznie kwantyla danego rzedu.
Biorac przyktad z czterema danymi z punktu 1 i p = 0,7, tatwo spraw-
dzi¢, ze kazda liczba z przedziatu [4,6) spetnia warunki bycia kwantylem
qp z Definicji 1.2.10. Dlatego mozna spotkac¢ co najmniej 9 réznych defini-
cji kwantyla wyznaczajacych jednoznacznie kwantyle g, i wiele programéw
statystycznych pozwala wybieraé¢ za pomoca opcji odpowiednie definicje, a
otrzymywane wartosci domysine kwantyli w réznych programach czesto s3
ré6zne. Omdwimy nieco dalej metode wyznaczania kwantyli, ktére nie tylko
spetniaja warunki podanej definicji, ale sa tez wyznaczane jednoznacznie.

Wihasciwie, to percentyle, decyle i kwartyle mozemy traktowac jako szczegdlne
przypadki kwantyli. Réznica pomiedzy kwantylami a percentylami polega na tym,
ze percentyle to sg kwantyle, ale wyrazone w procentach zamiast w utamkach
z przedziatu [0,1]. Tak wiec kwantyl rzedu 0,37 to 37% percentyl. Decyle to
10%, 20%, ...,90% percentyle. A kwartyle, to 25%, 50% i 75% percentyle. 25%
percentyl nazywamy pierwszym kwartylem, 50% percentyl nazywamy drugim kwar-
tylem, a 75% percentyl nazywamy trzecim kwartylem. Oznaczamy je odpowiednio
symbolami Q1, Q2 i Q3. Zauwazmy tez, ze

kwantyl rzedu 0,5 = 50% percentyl = Q> = mediana.

2Nie wszystkie komputerowe programy statystyczne umozliwiajg obliczanie kwantyli rzedu 0 i
1. Na przyktad R i Excel umozliwiaja, ale Statistica nie.
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Jedna z metod wyznaczania kwantyla g, dla zbioru danych x1, xo, ..., x, jest
nastepujaca (jest to metoda domys$lna w programie Statistica):

Krok 1: Porzadkujemy zbiér X1, X2, ..., Xp
otrzymujac ciag niemalejacy X(1)r X(2)1 -+ -1 X(n)-
Krok 2: Obliczamy c=n-p.
Krok 3: (a) Jesli ¢ nie jest liczba catkowita, to zaokraglamy ja w gére do najblizszej
liczby catkowitej. Oznaczmy otrzymang w ten sposéb liczbe symbolem
[c]. Wtedy kwantyl g, jest dany wzorem

9o = X([c])-
(b) Jedli ¢ jest liczba catkowita, to kwantyl g, rzedu p jest dany wzorem
X(c) T X(c+1)
Gp=——%5
Jesli dla pewnego c okazatoby sie, ze ¢ = n, to ktadziemy w powyzszym
wzorze X(c+1) = X(C).

Przyktad 1.2.11. Sume nieobecnosci studentéw na zajeciach ze statystyki w kolej-
nych miesigcach roku akademickiego daje ponizsza tabelka. Wyznaczy¢ kwantyle
rzedu 0,05 i 0,95, 20%, 40% i 60% percentyl oraz pierwszy, drugi i trzeci kwartyl
dla tych danych.

Miesiac: X Xl Xl i 1m v v Vi
Nieobecnosci: 2 7 4 8 13 10 12 9 1

Rozwigzanie:

Krok 1: Porzadkujac dane od najmniejszej do najwiekszej, otrzymujemy
1,2,4,7,8,9,10,12,13.
Krok 2 i 3: Zamiast zapisywa¢ ¢ dla kazdego p z osobna uzyjmy wektora p =

(0,05,0,20,...,0,95). Obliczamy ¢ = n-p dla n = 9 i poszczegdlnych wspdt-
rzednych wektora p a wyniki umieszczamy w tabeli.

p: 005 020 025 040 050 060 075 095

c: 045 180 225 360 450 540 675 855
[c]: 1 2 3 4 5 6 7 9
X([C]) : 1 2 4 7 8 9 10 13

W trzecim wierszu tabelki wpisane sg zaokraglone w gére do liczb catkowitych
wartosci ¢ = n- p z drugiego wiersza, a w czwartym wierszu mamy wartosci ele-
mentéw uporzadkowanego zbioru z Kroku 1 o indeksach (numerach) wskazanych
w trzecim wierszu. Zatem otrzymaliSmy
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kwantyle: do,05s = 1, qo,o5 = 13,
percentyle: p2o =2, pao=7, ps =9,
kwartyle: Ri=4, Q=38 Q3=10. A

Przyktad 1.2.12. Obliczy¢ 50%, 60%, 70%, 80% i 90% percentyle dla danych:

Dane: 90 85 65 72 82 96 70 79 68 84
Dane uporzadkowane x5: 65 68 70 72 79 82 84 85 90 96

Rozwigzanie:

Wykonujemy te same kroki co w poprzednim przyktadzie. Wyniki kroku 1 zo-
staty umieszczone w tabelce z danymi. W kroku 2 zamieniamy procenty 100p%
wystepujace w 100p% percentylach do obliczenia na setne p, tj. na prawdopo-
dobienstwa, mnozac je przez 1/100. Obliczone p umiescilismy w drugim wierszu
tabeli. Nastepnie obliczamy ¢ = n-p (dla n = 10 bo tyle mamy danych). Widzimy,
ze nie musimy zaokragla¢ ¢, poniewaz s3 one catkowite. Wobec tego wykonujemy
cze$¢ (b) kroku 3 i wyniki wpisujemy w czwartym wierszu tabeli.

Percentyle do obliczenia: 50% 60% 70% 80% 90%
p: 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90
c: 5 6 7 8 9

Obliczone percentyle (xc) + x(c+1))/2: 8055 83 845 875 93

1.2.6. Uzupetnienia opisu statystycznego

Majac juz zdefiniowane kwartyle, mozemy teraz wréci¢ do miar rozproszenia i
wprowadzi¢ pojecia rozstepu i odchylenia ¢wiartkowego.

Definicja 1.2.11. Rozstepem ¢Ewiartkowym zwanym tez rozstepem miedzy-
kwartylowym nazywamy réznice pomiedzy trzecim a pierwszym kwartylem, tj.
réznice

Ro = Q3 — Q1. (1.16)
Natomiast odchyleniem éwiartkowym zwanym tez odchyleniem kwartylowym
nazywamy pofowe rozstepu cwiartkowego, tj.
_ Q3 —Q1 Rg

_ e (1.17)

@ 2 2

Przyktad 1.2.13. Dla danych z Przykfadu 1.2.11 wyznaczy¢ rozstep Ewiartkowy
i odchylenie ¢wiartkowe.
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Rozwigzanie:

Ro 6
Ro=Qs—Qy=10—4 =6, Q=7Q=§=3' A

W statystyce, obserwacje znajdujace sie w przedziale [Q1 — 3Rg, Q1 — 1,5RQ)
lub (Q3 + 1,5Rq, @3 + 3R] sa uznawane jako elementy umiarkowanie odstajace,
a obserwacje znajdujace sie na zewnatrz przedziatu [Q1 — 3R, Q3 + 3Rq] jako
elementy ekstremalnie odstajace.

Wykonujac rézne analizy danych z wykorzystaniem pakietéw statystycznych,
czesto otrzymujemy wykres pudetkowy nazywany tez wykresem pudetko—wasy
lub wykresem ramka—wasy, ktéry w swojej standardowej wersji przedstawia tylko
5 informacji o zbiorze danych: warto$¢ mediany, pierwszego i trzeciego kwartyla
oraz warto$¢ minimalng i maksymalna. Warto$ciami ponadstandardowymi moga
by¢ Srednia i obserwacje odstajace. Mimo tak niewielu zawartych w takim wykresie
informacji, potrafi on bardzo duzo powiedzie¢ o wtasnosciach zbioru danych.

8- X 8 odstajgca

7] T

6_

5 5 maksimum
[

4- 4 Qs

<o 3,33 $rednia

3 3  mediana

2 2 Q4

14 1 minimum

T T
Dane 1 Dane 2

Rys. 1.11. Wykresy pudetko—wasy. Na wykresie pudetkowym dla zbioru Dane 2 po
jego prawej stronie wskazano pozycje wartoéci wszystkich statystyk??oraz obserwacji
odstajacej wraz z ich wartosciami

22)Srednia, mediana, kwartyle, wartoé¢ minimalna i maksymalna, je$li pochodza z préby losowej,
nazywane s3 statystykami. Pojecia préby losowej i statystyki wprowadzone beda w Rozdziale 3.
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Na jego podstawie mozemy zaobserwowac poziom rozproszenia zbioru wartosci
obserwacji, sprawdzi¢ czy zbiér ten jest symetryczny, zobaczy¢ jak bardzo oddalone
od mediany s3 warto$ci minimalne i maksymalne. Na Rys. 1.11 mamy dwa wykresy
pudetkowe otrzymane dla danych

Danel: 6 2 2 7 4 6 3 5 6 4 5 3
Dane2: 4 3 1 2 8 2 1 4 5

Na obu wykresach dodano symbol wskazujacy potozenie Sredniej, a do wykresu
dla zbioru Dane 2 dodano symbol wskazujacy potozenie obserwacji odstajacej,
ktora nie byta brana pod uwage przy wyznaczaniu wartosci maksymalnej dla tego
zbioru danych.

Wréémy teraz do wczesniej wspomnianych sposobéw mierzenia skosnosci roz-
ktadu zmiennej. Poniewaz istnieje wiecej niz jedna miara sko$nosci, to omoéwimy
miare, ktéra jest najczesciej uzywana i ktérg wykorzystuje wiele pakietéow staty-
stycznych, (m.in. Excel, Statistica, SAS).

Definicja 1.2.12. Dla zbioru danych xi, ... , x, wspétczynnikiem skosnosci®®)

bedziemy nazywac wielkos¢ g okreslong wzorem

o nZ?:l(Xi - >_<)3
E- - Din—_2)8

(1.18)

Uwaga 1.2.4. Jesli mamy do czynienia z danymi pogrupowanymi z liczba klas k,
czestosciami ny, ny, ..., Nk in=ny+---+ ng, towzor (1.18) przyjmuje postac

_ n iy mi(x — X)°
(n—1)(n—2)8 ~

g (1.19)

Jesli wspdtczynnik skosnosci g jest réwny 0, to zmienna, ktorg dane reprezen-
tuja, ma rozktad symetryczny (wzgledem $redniej), tj. dane te s3 roztozone sy-
metrycznie wzgledem $redniej. Jesli g < 0, to rozktad zmiennej jest asymetryczny
lewostronnie, a gdy g > 0, to rozktad zmiennej jest asymetryczny prawostronnie.

Przyktad 1.2.14. Rozpatrzmy dane dla konstrukcji wykreséw na Rys. 1.10.

Wykres (C)
4
5

Wartosci x;:

Wykres (A) Wykres (B
5
Czestosci n;: 9

)
1 2 3 4 6 1 2 3 45 6 1 2 3 5
1 3 5 6 6 6 9 6 5 2 2 3 59 3

Obliczy¢ dla nich wspétczynniki skosnosci.

23) Jest to tzw. standaryzowany klasyczny wspotczynnik Fishera-Pearsona z poprawka na wiel-
kos¢ proby.
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Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzordw (1.10), aby obliczy¢ X i § oraz wzoru (1.19), aby obliczy¢

wspoétczynnik skosnosci g. Wartosci x; i czestosci n; bierzemy z powyzszej tabelki.
Xa = 127/30 = 4,2333, Xg = 84/30 = 2,8, Xc = 75/25 = 3.

_ Wykres (A) Wykres (B) Wykres (C)
' nixi | nix? | ni(xi—X)3 | nix; | nix? | ni(xi—X)3 | nix; | nix? | ni(xi—X%)3
1 1 | 1 | 338027 6 | 6 | —34992 | 3 | 3 —24
2 6 | 12 | —334181 | 18 | 36 | —4,608 | 10 | 20 —5
3 | 15| 45 | —93802 | 18 | 54 0048 | 27 | 81 0
4 24 96 —0,0762 | 20 80 8,640 20 80 5
5 45 225 40557 | 10 50 21,296 15 75 24
6 | 36 |216| 330838 12 | 72 65,536
Suma 127 595 —395378 84 208 55020 75 259 0
30 - 595 — 127 30 - (—39,5378)
Sy = — 1,4065, — — —0,5250,
oA \/ 3029 8A = 5928 1.40653
30 - 298 — 842 30 - 55,920
S = — 1,4716, — ' — 0,6483,
°B \/ 3029 €6 = 59.28.1.47163
25 . 259 — 752 25-0
Sc = —1.1902, — —
>¢ \/ 25 .24 8C = 5423119023

Zatem obliczone wspdtczynniki sko$nosci potwierdzaja, ze dane odpowiadajace
wykresowi (A) maja rozktad asymetryczny lewostronnie, a dane odpowiadajace
wykresowi (B) maja rozktad asymetryczny prawostronnie. Cho¢, biorac pod uwage
rozmiary tych zbioréw danych, nie s3 to rozktady mocno asymetryczne. Natomiast
dane odpowiadajace wykresowi (C) maja rozktad symetryczny. A

Inng miara ksztattu rozkfadu, ktéra mierzy sptaszczenie rozktadu, jest kurtoza.

Definicja 1.2.13. Dla zbioru danych x1, ... , x, kurtoze k zwana réwniez wspot-
czynnikiem ekscesu®® definiujemy wzorem

nln+ 1) S04 05 = 0% = 30— 1) (S 00 = )’
1(”—1)(n—2)(n—3)§4 : : (1.20)

2Y) Excess w jezyku ang. to wiecej, bardziej (niz ..), tutaj: bardziej sptaszczony w poréwnaniu z
rozktadem normalnym, o ktérym bedzie mowa w dalszej czesci tekstu. Czes¢ autoréw rozrdznia
pojecie kurtozy i wspdtczynnika ekscesu. Wtedy réznica pomiedzy kurtoza a wspdtczynnikiem
ekscesu wynosi 3, a kurtoza zmiennej losowe] o rozktadzie normalnym jest réwna 3. Przy naszej
definicji zmienna losowa o rozktadzie normalnym ma kurtoze réwna 0. Korzystajac ze statystycz-
nych programéw komputerowych, trzeba zwracaé uwage na to, ktéra definicja jest uzyta.



46 1. Statystyka opisowa

Uwaga 1.2.5. Jesli mamy do czynienia z danymi pogrupowanymi z liczba klas j,
czestosciami ny, np, ... ,njin=ny+---+ nj, towzér (1.20) przyjmuje postac

-+ 1) Sy mi — %)% = 3(n 1) (Sy il — 92)

k= (n—1)(n—2)(n—3)8*

(1.21)

Rozktady bardziej sptaszczone niz rozktad normalny maja kurtoze k < 0, a
mniej sptaszczone niz rozktad normalny maja kurtoze k > 0.

Przyktad 1.2.15. Obliczy¢ kurtoze dla danych odpowiadajacych wykresowi (C)
na Rysunku 1.10.

Rozwigzanie:

Srednig obliczyliémy w Przyktadzie 1.2.14 i wyniosta ona X = 3.

Nr Wartosci | Czestosci _ —\2 —\4

obserwagji Xi n; ni(xi — X)* | ni(xi — X)
1 1 3 12 48
5 5 3 12 48
Suma 34 106

Podstawiajac do wzoru (1.21) otrzymane w tabelce sumy oraz obliczone ze wzoru
(1.10) § = 1,1902, otrzymamy

~25-26-106 —3-24-34°
-~ 24.23.22-1,19024
Przyktad 1.2.16. Obliczy¢ kurtoze dla danych z Przyktadu 1.1.1.

Rozwigzanie:

= —0,5881. N

Poniewaz mamy 60 danych to do obliczenia kurtozy najlepiej uzy¢ ktéregos z
pakietéw statystycznych lub przynajmniej wykonaé obliczenia posrednie za pomoca
innego programu komputerowego. W tym drugim przypadku otrzymamy:

n n

> (% — %) =10577,3333, ) (x — X)* =5957767,1111, § = 13,3894,
i=1 i=1
Podstawiajac powyzsze rezultaty do wzoru (1.21), otrzymujemy

k

60 - 61 -5957767,1111 — 3-59 - 10577,33332
— = 0,3195. A
59 - 58 - 57 - 13,3804
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1.2.7. Wspétczynnik korelacji (Pearsona)

Majac dwa réwnoliczne zbiory obserwacji dwdch réznych cech, czesto intere-
suje nas czy istnieje jakas zalezno$¢ pomiedzy tymi dwiema cechami. Majac na
przyktad wagi ciat grupy ludzi i wysoko$¢ ich ciSnienia skurczowego, moze nas
interesowac czy wraz ze wzrostem wagi wzrasta réwniez ci$nienie krwi lub czy
wyzszym masom ciata odpowiada wyzszy poziom cholesterolu.

Jedli jedng interesujaca nas zmienng (ceche) oznaczymy literg X, a druga
zmienng litera Y, to majac dane (realizacje zmiennej X) xi, ..., x, i dane (realiza-
cje zmiennej Y) y1, ..., yn, automatycznie mamy zbiér par (x1,y1), ..., (Xn, ¥n)
i odpowiadajace im punkty na ptaszczyznie x0y, ktére mozemy narysowac, otrzy-
mujac tzw. wykres punktowy. Taki wykres moze nam wskazywac liniowa zalezno$¢é
pomiedzy obiema zmiennymi, jesli punkty te beda skupiac¢ sie wzdtuz pewnej pro-
stej. Ta zalezno$¢ nie musi by¢ liniowa, a moze by¢ kwadratowa, jesli punkty te
beda skupiac sie wzdtuz paraboli. Innego rodzaju zaleznosci tez moga wystepowad.

Liniowa zalezno$¢ mozna bada¢, uzywajac wspotczynnika korelacji.

Definicja 1.2.14. Oznaczmy symbolami 5, i §, odpowiednio odchylenie standar-
dowe dla danych xi, xo, ... ,x, reprezentujacych jedna ceche (zmienng) i od-
chylenie standardowe dla danych y1, y», ... ,yn reprezentujacych druga ceche
(zmienng). Wtedy dla danych xi, xa, ... ,Xn i Y1, Y2, ... , Yo wspotczynnik ko-
relacji (Pearsona) definiujemy wzorem

2 = X)i—y) _ i — X)(yi — ¥) _
(n—1)5:3, V2l (i = )220 (vi — 7)?

Gdy r > 0, to méwimy, ze zmienne s3 dodatnio skorelowane, a gdy r < 0,
to méwimy, ze zmienne s3 ujemnie skorelowane.

r =

(1.22)

Wystepujaca w definicji wspdtczynnika korelacji r wielko$¢

Y (i =)y — ¥)
n—1 '

cov (x,y) =

ktéra oznaczyliSmy symbolem cov (x, y), nazywamy kowariancja zmiennych x i y.
Tak wiec wspdfczynnik korelacji liniowej r mozemy zapisaé tez w postaci
cov (x,y)
5.5,

Wspétczynnik korelacji ma nastepujace wiasnosci:

1. re[-1,1].
2. Jedli r > 0, to wiekszym wartoéciom jednej cechy odpowiadaja ($rednio)
wieksze wartosci drugiej cechy.
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3. Jedli r < 0, to wiekszym wartoéciom jednej cechy odpowiadaja ($rednio)
mniejsze wartosci drugiej cechy.

Uwaga 1.2.6. Wspdfczynnik korelacji Pearsona mozna obliczac tylko dla danych
typu ilosciowego. Dlatego istniejg jeszcze inne wspdtczynniki korelacji, ktére moz-
na oblicza¢ dla danych typu porzadkowego, np. wspétczynnik korelacji Spearmana
czy Kendalla. Aby policzy¢ wspétczynnik korelacji Spearmana, wystarczy policzyé
rangi®® danych xy, xa, ..., Xn i y1, Yo, - .. . ¥n | we wzorze (1.22) dane te zastapi¢
ich rangami®).

Przyktad 1.2.17. 15 pacjentéw zwazono oraz zmierzono im skurczowe cisnienie
tetnicze. Ich wagi ciata w kg i cisnienie skurczowe w mm Hg przedstawia tabelka.

Waga: 75 76 70 96 79 95 91 68 78 72 79 83 98 82 65
Cisnienie: 130 133 128 151 146 140 148 125 153 128 149 158 150 156 124

Narysowac wykres punktowy zaleznosci miedzy waga ciata a cisSnieniem skurczo-
wym i obliczy¢ wspéfczynnik korelacji pomiedzy tymi zmiennymi.

Rozwiagzanie:

160
155
150 o
145+
>
140 o
135+
130 o

125+ o

Rys. 1.12. Wykres punktowy zaleznosci pomiedzy zmienng x reprezentujaca wage
ciata a zmienng y reprezentujaca cinienie skurczowe

Patrzac na wykres na Rys. 1.12, nie jest fatwo zauwazy¢ liniowa zalezno$¢ po-
miedzy waga ciata a ci$nieniem skurczowym. Nie mozemy jednak z géry odrzucié¢

2)0 rangach bedziemy méwi¢ pézniej, omawiajac testy hipotez.

2)Gdy w zadnym z dwéch zbioréw danych nie ma jednakowych rang, stosowany do nich wzér
(1.22) przeksztatca sie do prostszego, czesto podawanego w podrecznikach, wzoru na wspétczyn-
nik korelacji Spearmana postaci rs=1—(6Y.7_, d?)/(n(n°-1)), gdzie d; = ranga(x;) —ranga(y;).
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liniowe] zaleznosci pomiedzy tymi dwiema zmiennymi.
Policzmy wiec wspétczynnik korelacji Pearsona. Aby go wyznaczyé, potrzebne s3
nam érednie X i y. Odpowiednie sumy do ich wyznaczenia znajduja sie w ponizszej

tabeli.
Obs. | xi | i—x | (xi—=X?2| vi | vi—y | i=9)?|(xi—X)(yi— )
1 75 —5,4667| 29,8844 | 130 | —11,2667 | 126,9378 61,5911
2 76 —4,4667| 19,9511 | 133 | —8,2667| 68,3373 36,9244
3 70 | —10,4667 | 109,5511 | 128 | —13,2667 | 176,0044 138,8578
4 96 15,5333 | 241,2844 | 151 0,7333| 94,7378 151,1911
5 79 —1,4667 2,1511 | 146 47333 22,4044 —6,9422
6 95 14,5333 | 211,2178 | 140 | —1,2667 1,6044 —18,4089
7 91 10,5333 | 110,9511 | 148 6,7333| 45,3378 70,9244
8 68 | —12,4667 | 155,4178 | 125 | —16,2667 | 264,6044 202,7911
9 78 —2,4667 6,0844 | 153 11,7333 | 137,6711 —28,9422
10 72 —8,4667| 71,6844 | 128 | —13,2667 | 176,0044 112,3244
11 79 —1,4667 2,1511 | 149 7,7333| 59,8044 —11,3422
12 33 2,5333 6,4178 | 158 16,7333 | 280,0044 42 3911
13 08 17,5333 | 307,4178 | 150 8,7333| 76,2711 153,1244
14 32 1,5333 2,3511 | 156 14,7333 | 217,0711 22,5011
15 65 | —15,4667 | 239,2178 | 124 | —17,2667 | 298,1378 267,0578
Suma 1207 15157333 2110 2044.9333 11041333
1207 2119
X 5 80,4667, 1% 15 141,2667.
/Zatem 1194,1333 = 0,6783.

r =
v/1515,7333 - 2044,9333

Obliczony wspoétczynnik korelacji wskazuje na wiekszg niz umiarkowana liniowa
zaleznoé¢ (dodatnia korelacje) pomiedzy masa ciata a ci$nieniem skurczowym w
badanej grupie pacjentéw.

A
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decyl, 40
dominanta (zob. moda), 30
dystrybuanta
zmiennej losowej
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o rozkfadzie jednostajnym, 92
o rozktadzie normalnym, 95
zmiennej losowej dyskretnej, 70

E
estymacja, 114
przedziatowa, 122
punktowa, 114
estymator
ilorazu szans
bezwarunkowy, 216
warunkowy, 216
nieobciazony, 117
obcigzony, 117
odchylenia standardowego, 121
punktowy, 114
wariancji
nieobciazony, 115
obciazony, 116
usredniony, 127
wspotczynnika
korelacji, 121
wspoétczynnika korelacji, 121, 186

F
funkcja
masy prawdopodobienstwa, 67
zmiennej losowej, 88
funkcja prawdopodobienstwa, 67
zmiennej losowe;j
o rozktadzie dwumianowym, 76
o rozktadzie Poissona, 78

G

gesto$¢ zmiennej losowej, 82
o rozktadzie jednostajnym, 92
o rozktadzie normalnym, 94

H
hipoteza
alternatywna (w tescie hipotez),
148
zerowa (w tescie hipotez), 148
zerowa prosta, 149
zerowa ztozona, 149
histogram, 21

|
iloczyn zdarzen, 51
iloraz szans, 61, 216

K
kombinacja, 65
kontrolowane badanie kliniczne, 301
kowariancja zmiennych
losowych X i Y, 120
xXiy, 47
krzywa Gaussa, zob. krzywa normalna
krzywa normalna, 94
kurtoza, 45
kwantyl rzedu p, 40, 87
kwantyl z préby, 190
kwartyl, 40

M
maskowanie, 310
mediana, 87

populacji, 29

préby, 28
metaanaliza, 311
metoda najmniejszych kwadratéw, 143
metoda wazonych najmniejszych

kwadratéw, 321

miara efektu, 60, 312
minimalna wymagana réznica, 253
moc (funkcja mocy) testu, 157
moda, 30

ciagtej zmiennej losowej, 95
model

catkowicie losowy, 264

z efektami statymi, 312

z losowymi efektami, 312
MSE, zob. btad estymatora

Sredniokwadratowy

0]
obserwacje
odstajace, 28
ekstremalnie, 43
umiarkowanie, 43
obszar krytyczny, 151
odchylenie
¢wiartkowe (kwartylowe), 42
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przecietne, 32
odchylenie standardowe
populacji, 37
z préby, 33
zmiennej losowe;j
ciagtej, 92
dyskretnej, 74
o rozkfadzie chi-kwadrat, 108
rozktadzie dwumianowym, 76
rozktadzie F (Snedecora), 112
rozktadzie jednostajnym, 93
rozktadzie normalnym, 94
rozktadzie Poissona, 79
o rozktadzie t-Studenta, 110
okres wyptukiwania, 302
OR, zob. iloraz szans

O O 0O O O

P
percentyl, 40
permutacja, 64
poprawka
Bonferroniego, 256
Dunna, 256
populacja, 13
poziom
czynnika, 263
istotnosci testu, 149
ufnosci, 125
prawdopodobienstwo, 53
warunkowe, 54
zdarzenia losowego, 52
préba, 13
celowa, 303
losowa, 100
prosta, 100, 101
uznaniowa, 303
proby
losowe niezalezne, 119
powigzane, 119, 168
sparowane, 166
przedziat
klasowy, 17
granica dolna, 18
granica gorna, 18
szeroko$¢ (rozpietos¢), 18

ufnosci
dla ilorazu szans, 140
dla ilorazu wariancji, 136
dla odchylenia standardowego,
135
dla proporcji, 132
dla réznicy proporcji, 134
dla réznicy $rednich, 128, 130
dla ryzyka wzglednego, 140
dla $redniej, 125, 126
dla wariancji, 135
dla wspoétczynnika korelacji, 139
dla wzglednej redukcji ryzyka,
140
przeglad systematyczny, 312
przestrzen zdarzen elementarnych, 50
p-wartos$¢, 154, 156, 157

R
randomizacja
blokowa, 305, 307
prosta, 304, 305
randomizowane, kontrolowane badania
kliniczne, 301
rangowanie, 228
regresja (liniowa prosta), 142
rozktad
asymetryczny
lewostronnie (lewoskosnie,
ujemnie), 31
prawostronnie (prawoskosnie,
dodatnio), 30
Bernoulliego, 76
chi-kwadrat, 108
czestosci, 16
wzglednych, 16
dwumianowy, 76
dwumodalny (bimodalny), 30
F (Snedecora), 111
jednomodalny, 30
jednostajny, 92
normalny, 94
standardowy, 96
Poissona, 78
prawdopodobienstwa, 67
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skosny, 31
skumulowanych
czestosci, 19
czestosci wzglednych, 19
symetryczny, 30
Sredniej z préby, 102
t-Studenta, 109
wielomodalny, 30
zmiennej, 14
rozstep, 18
¢wiartkowy (miedzykwartylowy), 42
réwnanie regresji, 142
réznica
statystycznie znaczaca, 156
zdarzen, 51
ryzyko wzgledne, 60

S
schemat Bernoulliego, 75
SE, zob. btad estymatora standardowy
skuteczno$¢, zob. wzgledna redukcja
ryzyka
SSE (suma kwadratéw btedéw), 143
statystyka, 102
pozycyjna, 189
testowa, 148
stratyfikacja z randomizacja blokowa,
305, 308
suma zdarzen, 51
swoistos¢ badania przesiewowego, 58
szereg
nieuporzadkowany, 16
rozdzielczy, 16
przedziatowy, 16
punktowy, 17

-

S
Srednia
arytmetyczna
dla populacji, 27
dla préby, 27
wazona, 313
z préby losowej, 101

test

X2

jednorodnosci dla tablic
kontyngencji, 211
niezaleznosci dla tablic
kontyngencji, 206
zgodnosci z danym rozktadem,
199
Browna-Forsythe'a, 271, 288
dla dwéch proporcji (frakgji), 178
dla jednej proporcji (frakcji), 164
dla jednej $redniej, 160
dwustronny, 150
Eggera, 322
Fishera-Snedecora, 182
istotnosci wspdétczynnika korelacji,
187
jednostronny, 150
Kruskala-Wallisa, 253
McNemara dla par powigzanych,
243
normalnoéci Shapiro-Wilka, 193
post hoc
Bonferroniego, 277
Conovera-Imama, 255
Dunna, 255
Dunnetta, 276
Tukeya, 278
Q Cochrana, 249, 316
rangowanych znakéw (Wilcoxona),
228
serii
(losowosci préby), 216
Stevensa, zob. test serii
(losowosci préby)
Walda-Wolfowitza, zob. test
serii (losowosci préby)
Walda-Wolfowitza jednorodnosci
dwéch populacji, 221
U Manna-Whitneya

metoda |, 235
metoda Il, 239
znakdw, 224

testy
dla dwéch $rednich, 166
nieparametryczne, 149
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parametryczne, 149 wskaznik struktury, 164
wspotczynnik
W ekscesu, 45
wariacja, 63 korelacji (Pearsona), 47, 120, 186
wariancja, 33, 37 sko$nosci, 44
populacji, 37 zmiennosci, 38, 39
réznicy Srednich, 128 wykres
z préby, 33 kofowy, 22
zmiennej losowe; kwantyl-kwantyl, 189
ciagtej, 90 kwantylowy normalny, zob. wykres
dyskretnej, 74 kwantyl-kwantyl
o rozktadzie chi-kwadrat, 108 lejkowy, 319
o rozktadzie dwumianowym, 76 leény, 318
o rozktadzie F (Snedecora), 112 pudetkowy (pudetko—wasy lub
o rozktadzie jednostajnym, 93 ramka—wasy), 43
o rozktadzie normalnym, 94 punktowy, 47
o rozk’fadz!e Poissona, 79 stupkowy, 21
o rozktadzie t-Studenta, 110 wynik fatszywie
wartosc dodatni, 58
krytyczna, 151 ujemny, 58
warto$¢ krytyczna, 112, 123 . .
>~ : wynik prawdziwie
warto$¢ oczekiwana dodatni 58
funkcji zmiennej losowej, 89 ujemny,y58

zmiennej losowe]
ciagtej, 89
dyskretnej, 72
o rozktadzie chi-kwadrat, 108
rozktadzie dwumianowym, 76
rozkfadzie F (Snedecora), 112
rozktadzie jednostajnym, 93
rozktadzie normalnym, 94
rozktadzie Poissona, 79
rozktadzie t-Studenta, 110
wartos¢ predykcyjna
dodatnia, 57
ujemna, 58
wartos¢ Srednia
zmiennej losowe]
dyskretnej, zob. wartos¢
oczekiwana zmiennej losowej
dyskretnej
wielobok czestosci, 23
skumulowanych, 24
wzglednych, 24
wnioskowanie statystyczne, 114

O O 0O 0O O O

wzgledna redukcja ryzyka, 61

4
zapadalnos¢, 57
zaslepianie, zob. maskowanie
zdarzenia
elementarne, 50
losowe, 50
niezalezne, 54
zdarzenie
pewne, 50
przeciwne, 52
zmienna, 14
losowa, 67
ciagta o rozktadzie Gaussa, zob.
zmienna losowa ciaggta o
rozktadzie normalnym
ciagta o rozktadzie
jednostajnym, 92
ciagta o rozktadzie normalnym,
94
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o standardowym rozktadzie typu iloSciowego, 14
normalnym, 96 typu jakosciowego, 15
standaryzowana, 96 typu kategorialnego, 15
typu ciagtego, 80, 81 typu nominalnego, 15
typu dyskretnego, 68 typu porzadkowego, 15

niezalezna, 141 zalezna, 141
objasniajaca, zob. zmienna zmienne

niezalezna dodatnio skorelowane, 47
objasniana, zob. zmienna zalezna ujemnie skorelowane, 47
typu ciagtego, 14 zmienne losowe

typu dyskretnego (skokowego), 14 niezalezne, 99



