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Wstep

Ksiazka jest przeznaczona dla studentéw uczelni technicznych. Moga z
niej korzystaé¢ takze studenci wydzialéw fizyki i matematyki uniwersytetéw.
W podreczniku oméwiono zagadnienia dotyczace catek krzywoliniowych i po-
wierzchniowych, zorientowanych oraz niezorientowanych. Ponadto, przedsta-
wiono ich zastosowania w fizyce i technice.

Material teoretyczny w podreczniku jest ilustrowany przyktadami rozwia-
zanymi ,krok po kroku”. Pozwalaja one Czytelnikowi lepiej przyswoié sobie
material. Maja one takze stuzyé, jako wzorzec przy rozwiazywaniu zadan,
ktore wraz z odpowiedziami umieszczono po kazdym przykladzie. Ponadto,
podrecznik zawiera rysunki ilustrujace omawiane zagadnienia. Ulatwia to lep-
sze zrozumienie materiatu.

W nowym wydaniu podrecznika zmieniliémy uktad materialu. Miedzy in-
nymi dodaliémy omoéwienia zawartosci rozdziatéw, dotaczyliémy kilkanascie
nowych przykladéw wraz z rozwigzaniami oraz wiele zadan z odpowiedziami.
Dotaczono takze nowy rozdzial zawierajacy podstawowe metody obliczania
calek pojedynczych, podwdjnych i potréjnych. Ponadto, umiesciliSmy nowe
rysunki oraz poprawiliSmy zauwazone btedy i usterki.

Autorzy dzigkuja Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politech-
niki Wroctawskiej za uwagi o wezedniejszych wydaniach. Szczegdlne podzieko-
wania sktadamy Pani dr Jolancie Dlugosz oraz Panom doc. dr. Stawomirowi
Krzeminskiemu i prof. dr. hab. Januszowi Mierczynskiemu za wskazanie ble-
dow w poprzednich wydaniach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki krzywoliniowe
niezorientowane

W poczatkowym rozdziale ksiazki omawiamy catki krzywoliniowe niezo-
rientowane. Najpierw wprowadzamy pojecia potrzebne do okreslenia tych ca-
tek. Podajemy okreslenie tuku oraz parametryzacje najczesciej spotykanych tu-
kéw. Nastepnie definiujemy dtugos$é tuku oraz przytaczamy wzor do wyznacza-
nia tej wielkosci. W kolejnej czesci rozdzialu podajemy okreslenie catki krzy-
woliniowej niezorientowanej, wymieniamy wtasnosci oraz przytaczamy wzory
do jej obliczania za pomocy caltki oznaczonej. Na koncu rozdzialu omawiamy
zastosowania catek nieoznaczonych w geometrii oraz w mechanice.

1.1  tuki

Definicja 1.1. (funkcja wektorowa jednej zmiennej)

Niech I bedzie podzbiorem R. Funkcjg wektorowq jednej zmiennej na plasz-
czyznie lub w przestrzeni nazywamy odpowiednio odwzorowanie r : [ — R?
lub r : I — R?® Odwzorowanie takie zapisujemy w postaci

r(t) = (x(t),y(t)) Tub =)= (z(t),y(t),2(t)),

gdzie funkcje x, y i z sg okreslone na I.

Rys. 1.1. Funkcja wektorowa jednej zmiennej: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

9



10 1. Catki krzywoliniowe niezorientowane

Moéwimy, ze funkcja wektorowa r jest réZnowartosciowa, jezeli dla dowolnych
t1,to € I prawdziwa jest implikacja

tl#tg — ’I"(tl)#’l"(tg).

Jezeli funkcje x,y lub x,y, 2z sa ciagte, to méwimy, ze funkcja r jest ciggla.
Gdy funkcje te maja pochodne, to méwimy, ze funkcja r jest rdzniczkowalna.
Pochodng takiej funkcji okreslamy wzorem:

r'(t) = (z(t),y' (1)) Tub r'(t) = (z'(),y' (1), 2"(1)).

Jezeli dodatkowo pochodne sa ciagte, to mowimy, ze funkcja r jest rézniczko-
walna w sposob ciggly.

(a) y r/(t) (b)

\ ) r(t)

Rys. 1.2. Pochodna funkcji wektorowej: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

0 N
5
=
=
S~—

<

Uwaga. Funkcje wektorowa r(t) uzywa sie w fizyce do opisu polozenia na
ptaszczyznie lub w przestrzeni punktu materialnego w chwili ¢t. Wtedy po-
chodna r/(t), czyli predkosé, jest wektorem stycznym do trajektorii punktu w
chwili ¢.

Przyktad 1.2. Obliczy¢ pochodne funkcji wektorowych:
(a) (t) = (cos2t,t —sint) 5 (b) r(t) = (£ Int);
t
(c) r(t) = (t, T V2 — t); (d) r(t) = (sim2 t,cos’t, e_t) .
Rozwiazanie.
(a) Funkcje cos 2t, t—sin ¢ sa rézniczkowane na R. Tak wiec, funkcja wektorowa

r(t) = (cos2t,t —sint) jest rowniez rézniczkowalna na R. Zatem z definicji
pochodnej funkcji wektorowej, mamy

r'(t) = ((cos2t)',(t—sint)/) = (—2sin2t,1 —cost), teR.

(b) Funkcja t? jest rézniczkowalna na R, a funkcja Int na przedziale (0, 00).
Zatem, funkcja wektorowa 7(t) = (¢2, Int) jest rézniczkowalna na (0, 00).
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Wiec, z definicji pochodnej funkeji wektorowej, mamy

() = <(t2),,(lnt)') - (Qt,%), t e (0,00).

na przedziatach (—oo, —1),

t
(c) Funkcja t jest rézniczkowalna na R, a funkcja T3
(—=1,00). Z kolei funkcja v2 —t jest rézniczkowalna na przedziale (—oo,2).
Wiec funkcja wektorowa r(t) = (t 1 , V2 ) jest rézniczkowalna na zbio-

rze (—oo, —1)U(—1,2). Zatem, z definicji pochodnej funkcji wektorowej, otrzy-
mamy

o= (01 () (=)

1 -1
_ (1, (1+t)2,2m>, £ € (=00, ~1) U(~1,2).

(d) Funkcje sin?¢t, cos® t, e~ sa rézniczkowalne na R. Stad funkcja wektorowa
r(t) = (sin2 t,cos3t, e~ ') jest rézniczkowalna na R. Zatem z definicji pochodne;j
funkcji wektorowej, otrzymamy

P = ((20)" (eos'0) (7))

= (2 sintcost, —3cos? tsint, —e_t) , teR.

Zadanie 1.3. Obliczyé¢ pochodne funkcji wektorowych:

(a) 7(t) = (tsint, Int); (b) r(t) = (3 — 2t,—4t);
(c) 7(t) = (2sint, 2 cost); () r(t) = (VE-1,t72);
(e) r(t) = (1+3t,—1+1¢,2t); (f) r(t) = (3t,3cost,2).
Odpowiedzi. (a) 7'(t) = <smt+tcos ,%), t>0; (b) r'(t) = (—2,—-4),t € R;
(c) 7'(t) = (2cost, —2sint), t € R; (d) r'(t) <2F 2t‘3>,te (1,00);

(e) r'(t) = (3,1,2), t € R; (f) r'(t) = (3,—3sint,0), t € R.

Definicja 1.4. (luk gladki)

Zbioér I' na plaszczyznie lub w przestrzeni nazywamy {ukiem gladkim, jezeli
istnieje funkcja wektorowa r okreslona na przedziale domknietym I taka, ze

F={r(t):tel}.
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Przy czym funkcja r jest réoznowarto$ciowa i rézniczkowalna w sposob ciagly
na I, a w jego wnetrzu spelnia warunek r’(t) # 0. Funkcje 7 nazywamy
parametryzacjq tuku T.

(a) y b) 3>

Ry S
Q/\y

Rys. 1.3. Luk gladki: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Uwaga. L.uk moze mieé¢ wiele parametryzacji. Wykres funkcji y = y(z), z € 1,
rozniczkowalnej w sposob ciagly na przedziale I, jest tukiem gladkim na ptasz-
czy7nie, a funkcja wektorowa r(z) = (x,y(x)), x € I, jest jego parametryzacja.
Analogiczna uwaga dotyczy wykresu funkcji x = x(y), y € I, rézniczkowalnej
w sposéb ciagly na przedziale I. Funkcja wektorowa r(y) = (xz(y),y), y € I,
jest jego parametryzacja.

(a) 1Y (b) t¥

I x T

Rys. 1.4. Luk, ktory jest wykresem funkeji: (a) y = y(z); (b) z = z(y)

Przyktad 1.5. Uzasadnié, ze podane funkcje Yy
wektorowe sa parametryzacjami potokregu 2

F:{(az,y)ER2:m2+y2:4,m>0}: T
(a) 7(t) = (2sint, —2cost), t € [0,7]; N r
(b) r(t) = (VA—12t), t € [-2,2]. _2

Rozwigzanie.
(a) Poniewaz x = 2sint, y = —2cost, wiec

22(t) + y2(t) = (2sint)® + (—2cost)? = 4 (sim2 t + cos? t) =4.
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Ponadto, z(t) = 2sint > 0 dla t € [0, 7] oraz

z(0) =2sin0=0, y(0)=—-2cos0= -2,
z(m) =2sinm =0, y(m)=—2cosm =2.

Zatem, wobec ciaglosci funkcji wektorowej r(t), mamy
I' ={(2sint,—2cost) : t € [0,7]}.
(b) Poniewaz z = v/4 — 12, y = t, wiec
2O+ = (VI-2) 42 =12 1=
Ponadto, z(t) = V4 —t2 > 0 dla t € [~2,2] oraz

2(~2) = V= (27 =0, y(-2)=-2,
2(2) =4 —22 =0, .

Zatem, wobec ciaglosci funkcji wektorowej r(t), mamy
r={(vVa-21): te[-22]}.
Zadanie 1.6. Sprawdzié¢, ze podane funkcje wektorowe sa parametryzacja od-
cinka I" o koncach (1,2,-1), (0, 3,2):
(a) r(t) =(1—t,2+1t,—1+43t), t €0, 1];
(b) r(t) = (1= nt,24+Int,—1 + In#*), £ € [1,¢]
(c) r(t) = (cost,3 —cost,2 —3cost), t € [0,7/2].

Definicja 1.7. (luk kawalkami gladki)

tuk, ktory mozna podzielié na skonczona liczbe tukéw gtadkich, nazywamy
tukiem kawatkami gtadkim.

(a) tY (b) z

-

r N
/ P / Y

Rys. 1.5. Luk kawalkami gladki: (a) na plaszczyZnie; (b) w przestrzeni
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= r(0), to

14

Jezeli parametryzacja r(t), t € [a, (], tuku spelnia réwno$é r(«)
moéwimy, ze {uk jest zamkniety.
(a) 4 (b) =

<

Rys. 1.6. Luk zamkniety: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni
Réwnania parametryczne wazniejszych tukéw
Odcinek o poczatku r; i koncu re ma rownanie parametryczne:
r(t)=ri+ (ro—rq1)t, gdzet € [0,1].
Na plaszczyznie dla r1 = (x1,y1), r2 = (x2,y2) réwnanie przyjmuje postac:
r(t) = (x1 + (z2—x1)t, Y1+ (y2 —y1)t), gdziet € [0,1],
a w przestrzeni dla vy = (21,41, 21), T2 = (22, Y2, 22) — postaé:
r(t) = (z1+ (2 —z1)t, 1+ (Y2 —y1)t, 21+ (22 —21)t), gdziet € [0, 1].

(@) ¥

Rys. 1.7. Odcinek: (a) na plaszczyZnie; (b) w przestrzeni
Okrag o érodku S = (xg,yo) i promieniu R > 0 ma réwnanie parame-
tryczne:

r(t) = (xo + Rcost, yo + Rsint), gdzie t € [0, 27].

Elipsa o érodku S = (g, ) i pélosiach a, b > 0 ma réwnanie parame-

tryczne:
r(t) = (zo + acost, yo+ bsint), gdziet € [0, 27].
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Y t=12 Y s

2 t=1

b
Yort =7 t=20 Yort=m at=0

t=3

t:‘%w | 2"
-fO x To x
Rys. 1.9. Elipsa

Rys. 1.8. Okrag
Asteroida — krzywa zakreslona przez punkt okregu o promieniu R/4 (R > 0),
toczacego sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie okregu o promieniu R — ma
réwnanie parametryczne:

r(t) = (R cos®t, Rsin® t) , gdzie t € [0, 27].
Cykloida — krzywa zakreslona przez punkt okregu o promieniu R (R > 0),

toczacego sie bez poslizgu po prostej — ma réwnanie parametryczne:

r(t) = (R(t —sint), R(1 —cost)), gdzet € [0,2n].

Y

2R
R
T
T
2rR

TR
Rys. 1.11. Cykloida

Yt R

Rys. 1.10. Asteroida
Linia $rubowa o skoku h, nawinieta na walec 22 + y> = R?, ma réwnanie

parametryczne:
. h
r(t) = (Rcost, Rsint, %t>,

gdzie t € R. Jeden zwdj linii $rubowej otrzymamy, gdy t € [0, 27].

Rys. 1.12. Linia $rubowa
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Zadanie 1.8. Naszkicowaé tuki o parametryzacjach:

(a) 7(£) = (2 — 3t, —dt), t € [—% %} (b) r(t) = (2sint, 2 cost), ¢ € [0, 7):
(c) r(t) = ( ) t €0,2]; (d) r(t) = (e_t,e2t), te [—1,% ;
(e) r(t) = (1,2cost,3sint), t € [0,2x]; (f) r(t) = (1 — 4,1 —¢,2t), t € [0,1];
(g) 7(t) = (cost,sint,t), t € [0, 4n]; (h) r(t) = (£2,22,%), t € [0,1].
Odpowiedzi.

(a)1Y (©)

NI~ T+

S
3

Definicja 1.9. (dlugosé tuku)
Diugoscig tuku I' nazywamy kres gérny dtugosci tamanych Py P; ... P, wpisa-
nych w ten tuk:

n—1
dlugosé (I') = sup { E ‘PiPi—i—l‘} )
neN -
{Po,P1,...Pn}

gdzie | P, P;+1| oznacza dtugosé odcinka PP dla 0 <i<n— 1.

(a) 4 (b) ‘
Py T
r Pra
Py <
Py Pn

/Pnl T P2
T Py Py Yy
P,

Rys. 1.13. Lamane wpisane w luk: (a) na plaszczyZnie; (b) w przestrzeni
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TWIERDZENIE 1.10. (wzor na dtugosé tuku)
Niech T" bedzie tukiem gladkim o parametryzacji r(t), gdzie t € [a, §]. Wtedy:

B
dhugosé (T') = / /()] dt,

gdzie |r’| oznacza dlugo$é wektora r'.

Uwaga. Na plaszczyznie dla tuku I' = {7(t) = (z(t),y(t)) : t € [, f]} wzr
przyjmuje postac:

B
dtugosé (1) = [ \/la' 0" + [y () .

a w przestrzeni dla tuku I' = {r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) : t € [a, 5]} — postaé:

B
dhugosé (T) = / VI 0P + [y 0P + [/ () dr.

Jezeli tuk gladki T' jest wykresem funkcji y = y(z), gdzie x € [a,b], czyli
I'={(z,y(x)) : = € [a,b]}, to jego dlugos¢ wyraza si¢ wzorem:

b
dtugosé (') = / V1+ [y () dz

Podobny wzér mamy dla tukéw o réwnaniu x = z(y).

Przykfad 1.11. Obliczy¢ dlugosé tuku I':

(a) T = {(etsint,etcost) t €0, 71} )T = {(Bt 3t2, 2t3) 1t e |0, 1]};
(¢c)T: y=lInsinz, z € {%,g}, (d)T: z=4/(4—y)3, ye]0,4].
Rozwigzanie.

(a) Dla tuku I’ mamy = = e'sint, y = e’ cost, gdzie t € [0, 7], wiec
/ too o\t t bl
x (t):(e smt) =e'sint + €' cost = e'(sint + cost),

/
y'(t) = (et Cos t) = el cost — e'sint = e’(cost — sint)
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oraz

[2'@®)]" + [y'@0)]" =
{ "(sint + cost }2 + {et(cost - sint)}2
=% [(Sln t+ 2sintcost + cos t) + (coth — 2costsint + sin? t)} = 2.

Zatem

\/ ()2 dt

\/@dt:\/é/wetdt:ﬂ[et]gzﬁ(e”—l).
0

dlugosé (I

(b) Dla tuku T' mamy x = 3t, y = 3t2, z = 23, gdzie t € [0, 1], wiec

p() =61 =3, y'(t) = (317 "—6t, (1) = (2¢) "~ 62

oraz
2
/@)% + [y () + [/ 0] = 32 + (6t)* + (6t
:9+36t2—|—36t4:9(1+4t2—|—4t4).
Zatem
1 1
dhugosé (T / VI OF + ' (0)) + [/ () dt = / VO (L +422 + 4ty dt
0 1 1 t3 1
=3 (14 2t2) 3/1 2t2 =3|t+2.-—| =5.
0/\/ + 0 + +2- 5 0

c¢) W tym przyktadzie tuk T' jest wykresem funkcji y(z) = Insinz, gdzie
x € [r/4,7/2], wiec

1
/ — 1 . /: X
y'(x) = (Insinz) oo CO5%
a dalej
2 : 2 2
9 cos T sin“ x + cos“ x 1

1+[y’(z)]:1+<. )z — ===
sinx sin sin”
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Zatem

dlugosé (I') =

s
[od
2 £ Korzyst -
1 + [y/(l.)] dm — / |: wykorzystamy wzor: :|
) Vsin2z = sinz, 0 <z < 7
x s~ xr
4

B dr /2 sinzdr f sinzde [ B A ]
= . = ) - 1 a2 | z=m/4, t=+v32)2
sinz ) sin®x J 1—cos?zx S i:o
4 4
0 vz 2
—dt dt 1 1 1
— — rozk{'ad na — dt
/1_t2 /1—t2 [ulamklproste] 2/<1+t+1—t)
2 0 ) .
1 2 2+
—|In|1+¢t|—Inll—1¢ —l
= g it ==t F =g 2 V2
(d) W kolejnym przykladzie tuk I' jest wykresem funkcji z(y) = /(4

gdzie 0 < y < 4, wiec

v = (Va=P) = (-n) = Sa-n - gm—
a dalej
2
1+[:c’(y)}2:1+<—g 4_y> :1+2(4_y):4049y‘
Zatem

4
catkowanie przez podstawienie
A — 40 -9y = u, —9dy =d
dtugos¢ (T') = / /\/40 Yy dy { V=0 u= 40 u]
0

y=4, u=4

:%/——\/_du—w/\/_du——[ froz%(lo\/ﬁ—l).

Zadanie 1.12. Obliczy¢ diugosé tuku I
a) T {(cos t,sin t) tte [0,2%]} — asteroida;
b) I' = {(t —sint,1 — cost) : t € [0,27]} — cykloida;
c)I': y=coshz, z € [-1,1] — linia lancuchowa,
d)T: z =192 y e [-1,1] - tuk paraboli;
e) I' ={(2cost,2sint,t) : t € [0,27]} — jeden zwdj linii Srubowej;
f { “t(cost,sint, 1) : t € [0, 1]} — fragment linii rubowej nawiniete;j
na stozek.
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In (V5 +2)
2

Odpowiedzi. (a) 6; (b) 8; (c) e—%; (d) V5+ :(e) 2nV/5; () V3 (1 —1/e).

1.2 Catki krzywoliniowe niezorientowane

Definicja 1.13. (calka krzywoliniowa niezorientowana)

Niech T' bedzie tukiem gladkim na plaszczyznie lub w przestrzeni. Wprowa-
dzamy oznaczenia:

P — podzial tuku I' na tuki I'y (1 <k < n);

Al — dtugosé tuku I'y;

d(P) =max {Al, : 1<k <n} - Srednica podzialu P;

A — punkt posredni podziatu wybrany na tuku I'y.

(a) 4

T, /A2 r
r, {4

Ay

A, 2 A 1) Yy
I, T,

Rys. 1.14. Podzial tuku I': (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Ponadto, niech funkcja f bedzie okreslona i ograniczona na tuku I'. Calke
krzywoliniowq niezorientowang funkcji f na tuku I' definiujemy wzorem:

/fdl lim Zf Ap) Aly,

3(P)—0 %

o ile granica po prawej stronie znaku rownosci istnieje i nie zalezy od sposobu
podziatu tuku ani od sposobu wyboru punktéw poérednich. Wtedy méwimy,
ze funkcja f jest catkowalna na tuku T.

Uwaga. Zauwazmy, ze /dl = dlugosé (I).

FAKT 1.14. (liniowos$¢ calki krzywoliniowej niezorientowanej)

Niech funkcje f i g beda catkowalne na tuku gladkim I' i niech o, € R.
Wtedy

/(af+ﬁg) dl:a/de—ﬁ/gdl.
I I

T



1.2. Catki krzywoliniowe niezorientowane 21

TWIERDZENIE 1.15. (zamiana calki krzywoliniowej niezorientowanej na calke pojedynczq)

Niech f bedzie funkcja ciagta na tuku gtadkim I' o parametryzacji r(t), gdzie
t € [a, F]. Wtedy

B
[ra= [ sl
T o

Uwaga. Dla tukuI" = {(z(t), y(t)) : t € [, 5]} na plaszczyznie powyzszy wzdr
przyjmuje postac:

B
[ fawydi= [ Fapm)ie P + boP .
r «

a dla luku I' = {(z(t),y(t), 2(t)) : ¢ € [, B]} W przestrzeni — postac:

8
[ faw 2 di= [ Fa@,u.200/ i OF + b OF + 0P .
r «a

Jezeli tuk gladki T' jest wykresem funkcji y = y(x), gdzie x € [a,b], to

b
[ fama= [ rp@)/1+l@) .
r a

Podobnie, jezeli tuk jest wykresem funkeji x = z(y), gdzie y € [c, d], to

d
[ ta@wdi= [ 1a@w.o)Vi+ = wP
T c

Calka krzywoliniowa nie zalezy od parametryzacji tuku.
Przykfad 1.16. Niech I' = {(a;,y) c2l 42 =R 2> 0,y> o} (R > 0). Na

przyktadzie catki / z?ydl i podanych parametryzacji tuku I' zweryfikowaé

r
stwierdzenie, ze calka krzywoliniowa niezorientowana nie zalezy od parame-
tryzacji:

(a) x = Rcost,y = Rsint, t € [0,7/2]; (b)z=t,y=VR2—1t2tel0,R)].

Rozwigzanie. Przede wszystkim, jak w Przykfadzie 1.5 (str. 12), tatwo
sprawdzié, ze
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= {(Rcost,Rsint) it e [0, g}} = {(t, \/W) S [07R]}'

Pokazemy, ze dla obu parametryzacji tuku I' catki krzywoliniowe maja te same
wartosci.

(a) Poniewaz © = Rcost, y = Rsint, wiec
x'(t) = (Rcost)’ = —Rsint, y'(t) = (Rsint)’ = Rcost,

a stad

\/[m’(t)]2 + [y'(1)* = \/(—R sint)? 4+ (Rcost)? = \/R2 (sin® ¢t + cos?t) = R.

Zatem, korzystajac ze wzoru na zamiane calki krzywoliniowej niezorientowanej
na calke pojedyncza, mamy

SIE]
3

/m2y dl = /m2(t)y(t)\/[m’(t)]2 + [y (1)) dt = /(Rcos t)? - Rsint - Rdt
0

T 0

jus
4 2 9 catkowanie przez podstawienie
— ] t= — tdt =d
=R /cos tsmtdt[“” e “]
b t=m/2, u=0
0 1 1
u
= —R4/u2du:R4/u2du_R4[ ]
1 0

(b) W tym przypadku mamy z = t, y = v R? — 2, wiec

dO)=1) =1 v = (VR -B) = e (-20) =~
2VR? — 12 —

a stad

2
Vi @F + b or = V 2+ (/) - V '+ v

Zatem, analogicznie jak powyzej, otrzymamy

R

[atyai = / OyOy e (@ + ()] at

T

R R
) R 5 t3 R*
_/t\/RQ T dt R/tdt Rzl ==

0 0
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Zadanie 1.17. Niech T' = {(z,y) : 2% +y* = R?, 2 > 0,y > 0} (R > 0). Na

przyktadzie catki / zy?dl i podanych parametryzacji luku I' zweryfikowaé

r
stwierdzenie, ze calka krzywoliniowa niezorientowana nie zalezy od parame-
tryzacji:
(a) = Rcost?,y = Rsint? t € [0, 77/2];

(b) x = Rcos(—t),y = Rsin(—t), t € [37/2,27].

Przyktad 1.18. Obliczy¢ catki krzywoliniowe funkcji f po tuku I':

(a) f(z,y) = z(z +y),
I' — okrag o érodku w punkcie (0, 1) i promieniu 3;

x
(b) f(z,y) = "
' — tuk paraboli y* = 2z miedzy punktami (1,/2), (2,2);
2

z
(C) f((lf,y,Z) - .’EQ +y27
I' — jeden zwdj linii srubowej x = cost, y = sint, z = t.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania caltek krzywoliniowych nie-

zorientowanych, wykorzystamy wzory na ich zamiane na calki pojedyncze
(Uwaga po Twierdzeniu 1.15).

(a) Luk I jest okregiem, ktérego réwnania
parametryczne sg postaci:

y
r
T = 3cost, 1
y=1+3sint, gdzie 0 <t < 2m, W 5

wiec z/(t) = (3cost)’ = —3sint, y'(t) = (1+ 3sint)’ = 3cost, a stad

\/[x’(t)]2 + [y’ )] = \/(—BSint)2 + (3cost)? = \/9 (sint + cos?t) = V9 = 3.

Zatem, dla funkcji f(x,y) = z(z +y) 1 tuku I" o réwnaniach parametrycznych
x =3cost,y =14+3sint, gdzie 0 < t < 2m, catka krzywoliniowa nieskierowana
jest rowna
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2T
= /3005t(3c08t+1+3sint)-3dt

wykorzystamy wzory::|
sin 2t = 2sintcost

= 27/cosztdt+9/costdt—|—27/costsintdt |:cos2t%(l+cos2t)
27r1 T 27r1
= 27/5 (14 cos2t) dt+9/costdt+27/§sin2tdt

27r1 27 T 27r1
= 27/5dt+27/cos2tdt+9/costdt+27/§sin2tdt.
0 0

Poniewaz mamy oczywiste réwnoéci:

2 2 2 2

/costht:O, /costdt:(), /sinthtzO, /%dt:ﬂ',

0 0 0 0

wiec ostatecznie /m(az +y)dl = 277.
r

(b) Luk I jest wykresem funkcji y = v/ 2z, 3
gdzie 1 < x < 2, wiec

y'(x) = (Var) = . .

- 7
24/ 2x vV 2x

V14 @) =1+ (\/%_x)z = \/2”;;_1.

Tak wiec, dla funkcji f(x,y) = T tuku I' bedacego wykresem funkcji y = v2x
Yy

a stad

na przedziale [1,2], catka krzywoliniowa wyraza si¢ wzorem

/idl - iL\/H[y'(a;)]?dx
r

y(x)

2

2

catkowanie przez podstawienie
/ x 2x+1 _/ $+1d$ t=2x+1, dt =2dx —
| Vo 2

x =2,
1

t=3
t=5
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5
1 > 1
:—/ [t\/] = = (5v5—3v3).
2 3 6
3
(c) Jeden zwéj linii §rubowej I' opisanej
réwnaniami x = cost, y = sint, z = ¢
otrzymamy, gdy 0 < ¢t < 27. Poniewaz

z'(t) = (cost)’ = —sint,
y'(t)
z'(t)

(sint)’ = cost,
®)' =1,

VIz'OF + [y OF + [0 = /(= sint)? + (cost)? + 12 = VIF 1 = V2.

2

Zatem, dla funkcji f(x,y,2) = i tuku I' opisanego réwnanaiami para-

2 1,2
e+ y
metrycznymi x = cost, y = sint, z = t, gdzie ¢ € [0, 27, calka krzywoliniowa
dana jest wzorem

21

22 22
[ 0/ sVl OF + W OF + 0P

2 +y
r

2m 27 2m
z/%'\/ﬁdt:/tzfdt xf[ﬂ _&2r
0

cos?t +sin“t 3 0 3

Zadanie 1.19. Obliczy¢ calki krzywoliniowe funkcji f po tuku T

1
(a‘) f(xay) = m7

I' — odcinek laczacy punkty (0,—1), (2,0);
2

x
I' — cze$é hiperboli xy = 1 miedzy punktami (1, 1), (2,1/2);
(c) f(z,y) = =y,
I' — cze$é okregu 22 + y?> — 2y = 0 polozona w pierwszej ¢wiartce ukltadu
wspolrzednych;

Y

(d) f(z,y) = arctg —,
I' — tuk spirali Archimedesa x = tcost, y = tsint, t € [0,7/2];

(e) f(ac,y, Z) = %7
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I' — odcinek laczacy punkty (1,1,1) i (2,3,4);

() f(@,y,2) = /22 +y? + 22,

I' - okrag powstaly z przeciecia walca 22 + y? = 4 i plaszczyzny z = 2;

(&) f(z,y,2) = 2%,
I' - okrag powstaly z przeciecia sfery z2+y%422=1 i plaszczyzny y=z.

Odpowiedzi. (a) 2V5 (V2 = 1); (b) 35 (¢) (1TVIT - 2V2)/6; (d) 2;
(e) ( (72 +3)° — 8) /24; () 8; (g) m; Wsk. z(t) = (1/v/2) cost, y(t) = (1/V/2) cost,
z = sint, gdzie t € [0, 27]

Definicja 1.20. (calka krzywoliniowa niezorientowana po tuku kawatkami gladkim)

Niech I' bedzie tukiem kawalkami gtadkim zlozonym z tukéw gltadkich T’y
(1 < k<m), przy czym sasiednie tuki stykaja sie tylko koncami. Ponadto,
niech f bedzie funkcja catkowalna na tukach I'y. Calke krzywoliniowq niezo-
rientowang funkcji f po tuku I' definiujemy wzorem:

F/fdl :F[fdl—i—F[fdl+...—|—F£fdl.

Y
~ 1—\1

FTYL

Iy T

Rys. 1.15. Ilustracja do definicji caltki krzywoliniowej niezorientowane;
po huku kawatkami gltadkim

Przyktad 1.21. Obliczy¢ catki krzywoliniowe funkcji f po kawatkami gtadkim
tuku I

() f(z,y) = (= + 1),
I — brzeg éwiartki kota 2% + 4% < 4, = <0, y > 0;

(b) f(z,y) = xy,
I' — sktada sie z odcinka laczacego punkty (1,2), (1,1); fragmentu paraboli
x = y? od punktu (1,1) do (1, —1) oraz odcinka od punktu (1, —1) do (2, —1);

(c) flz,y,2) =z +y+z,
I’ — brzeg powierzchni z =1 — /22 +y2, y >0, z > 0.
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Rozwigzanie. W rozwiazaniach wykorzy-

stamy Definicje 1.20 catki po tuku kawatkami Y
.. . . 2
gltadkimi oraz wzory na zamiane calki krzywo- s
liniowej niezorientowanej na catke pojedyncza I,
wyszczegbdlnione w Uwadze po Twierdzeniu 1.15.
(a) Brzeg I' ¢wiartki kota sklada sie z lukéw 5 T, | e
- 3

gladkich T'y, T'g, T's (rysunek). Zatem

€T 2 = x 2 x 2 x 2.
F/( +y)” dl /( +y) dl+F[( +y) dl+1{( +y)° dl

I

Obliczenie kazdej z powyzszych catlek wymaga parametryzacji tuku, po ktérym
catkujemy.

Dla tuku I'y przyjmujemy réwnania parametryczne postaci: ¢ = 0, y = t,
gdzie 0 < t < 2. Tak wiec, /() =0, y'(t) = 1, a stad \/[5172(15)]2 +[y'(®)* = 1.
Zatem, calka krzywoliniowa funkcji f(z,y) = (z + y)? po luku I'; wyraza sie
wzorem

2
[@rw?a= [ @w+ye? e @F + b oF
I'1 0

2 2 2

:0/(O+t)2dt:/t2dt: glo:g

0

Dla tuku I's réwnania parametryczne przyjmujemy w postaci x = 2cost, y =
2sint, gdzie /2 < t < 7. Stad

z'(t) = (2cost) = —2sint, y'(t) = (2sint)’ = 2cost,

a dalej

\/[:E’(t)]2 + ') = \/(—2 sint)2 + (2cost)? = \/4 (sin?t + cos?t) = 2.

Zatem, jak powyzej, mamy

[@rw?a= [ @+ Vi oF + P

T2

:‘wlﬂ\:‘

= [(2cost+2sint)? - 2dt = 8/(C082t—|—2 cos t sin t4-cos? t) dt =

ISE]
(V]
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2t = 2sintcost

s K
= 8/ (1+2costsint) dt [wykc’”y“amy weor: 8/ (1 + sin 2t)

s

T 1
= 8/dt—l—8/sin2tdt:8MTr +8[—§COS2I{| =47 — 8.
5 T

SIE]

%
Dla tuku I's przyjmujemy parametryzacje x = t, y = 0, gdzie —2 < ¢ < 0.
Tak wiec, z/(t) = 1, y'(t) = 0, czyli \/[l‘/(t)]2—|- [y'(t)]> = 1. Stad calka
krzywoliniowa funkeji f(x,y) = (z 4+ y)? po tuku I's jest réwna

0
[@rw?d= [ (@) +ye) Vi OF + ' or d
: K :
)

3 0
(t+0)2dt:/t2dt [tl -8
-2

3 3
2
8 8 437 —2
Ostatecznie /(:U +9)%dl= - +47r — 84 - = L
3 3 3
r
(b) Luk T sktada si¢ z tukéw gtadkich I'y, y
Iy, T's (rysunek). Stad i z definicji catki 9l
krzywoliniowej po takim tuku, mamy r,
1 L
/xydl:/xydl—l—/a:ydl—l—/a:ydl T
r I I's : —
1 2
Kazda z powyzszych calek obliczymy od-
dzielnie przyjmujac odpowiednia parame- —1t Ts

tryzacje tuku, po ktérym catkujemy.

Luk T'; traktujemy jako wykres funkcji postaci z = z(y), czyli mamy =z = 1,
gdzie 1 < y < 2. Zatem caltke funkcji f(z,y) = xy po tuku I'y obliczymy ze
wzoru

2 2 2 2
/xydl = /m(y)y\/lJr [/ (y))* dy Z/l'yx/mdyz/ydy = ly;] = g
I 1 1 1 1

Luk I'y réowniez traktujemy jako wykres funkcji postaci z = x(y). Mamy wiec
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z=1y? gdzie —1 <y < 1. Stad z'(y) = (y2)/ = 2y, a dalej otrzymamy

1
/a:ydl:/
s -1
1 1
:/y cyy /14 2y)2dy—/y3\/1+4y2dy:0.
21 1

Ostatnia réwnoé¢ wynika z faktu, ze przedzial calkowania jest symetryczny
wzgledem 0, a funkcja podcatkowa — nieparzysta.

Luk T's traktujemy jako wykres funkcji postaci y = y(x), czyli y = —1, gdzie
1 < z < 2. Zatem calka krzywoliniowa funkcji f(z,y) = zy po tuku I's jest
réwna

Yy 1+ [z (y )]zdy

/mydl = imy(az) 1+ [y () da

T's

- (=1)vV1+0dr = —

»—I\M =
——
QL
=
Il
|
| ——
o 8,
| I

(3]

Il

|
| W

Ostatecznie /acy dl = g +0+ (—g) = 0.
r

(c) Brzeg I' powierzchni okreslonej w zadaniu sklada sie z tukéw gladkich I'y,
Iy, T's (rysunek). Zatem

/(m+y+z)dl:/(az+y+z dl+/ (x+y+2) dl+/ (x+y+2)dl.
I Iy I's

I

)

I's
1
X X

Jak w poprzednich rozwiazaniach, kazda z powyzszych calek obliczymy od-
dzielnie przyjmujac odpowiednia parametryzacje tuku, po ktérym catkujemy.
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Luk I'; jest odcinkiem laczacym punkty (—1,0,0), (0,0,1). Réwnanie para-
metryczne tego tuku przyjmujemy postaci : © = —1+t, y = 0, z = t, gdzie
0<t<1. Stad z'(t) =1, y'(t) =0, 2'(t) = 1, wiec

JEOP + 'O + 2 OF = VET B L 2 =12

Zatem calka funkcji f(z,y,2) =z + y + z po tuku I'y wyraza si¢ wzorem

I'1

1
J@ry+ad = [+ + =)l OF + b OF + (0 d
0
1
/[( L+t)+0+t]V2dt = \/_/2t—1
0

1
= V22—t =o0.
0
Z kolei tuk I'y jest odcinkiem taczacym punkty (0,0,1), (1,0,0). Réwnanie
parametryczne przyjmujemy postaci: x =¢, y =0, 2z =1 —t¢, gdzie 0 <t < 1.
Tak wiec, z/(t) =1, y'(t) =0, 2/(t) = —1, a stad

Ve @F + ' OF + /(0] = VI + 0P+ 17 = V2

Jak powyzej, otrzymamy

J@+yrad = [ o)+ + =0V OF + by OF + 0P @

I

o O

[t+0+(1—t)]\/§dt=\/§/dt:\/i{t}(l)zx/i.
0

Ostatni tuk I's jest pélokregiem lezacym na plaszczyznie z = 0, jego réwnanie
parametryczne ma postaé: £ = cost, y = sint, z = 0, gdzie 0 < t < 7. Mamy
wiec z/(t) = —sint, y'(t) = cost, 2'(t) = 0, a dalej

\/[x’(t)]2+[y’(t)]2+[z’(t)]2 = \/(—sint)2 +cos?t 4+ 02 = \/sin®t + cos2t = 1.

Jak poprzednio, mamy

J+urada = [ o)+ + 0V OF + by OF + = OF &

T's

(cost+sint+0) dt = {sint — cost};r = 2.
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W konsekwencji /(m+y+z)dl:0+\/§+2:2+\/§.
r

Zadanie 1.22. Obliczy¢ calki krzywoliniowe funkcji f po kawatkami gtadkim
tuku I':

(a) f(z,y) =z +y,
I' — brzeg tréjkata o wierzchotkach (1,0), (0,1), (0,0);

(b) f(z.y) ==y,
I — czeéé okregu 22 + 42 = 22, y > 0 zamknieta osig Ox;

(c) flz,y,2) =z +y+z,
I' — brzeg tréjkata o wierzchotkach (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Odpowiedzi. (a) 1+ v/2; (b) 2; (c) 3v/2.

1.3 Zastosowania catek krzywoliniowych
niezorientowanych

Pole powierzchni walcowej

z

Niech ¥ oznacza powierzchni¢ walcowa
o tworzacych przechodzacych przez tuk
I' C R?, ktéra jest ograniczona z dotu i
z gory odpowiednio przez wykresy funkcji
ciagltych z = d(x,y) i z = g(x,y). Wtedy
pole powierzchni 3 wyraza si¢ wzorem:

pole (5) = [ [gla.y) — d(w, ) dl.

f Rys. 1.16. Powierzchnia walcowa

Przykfad 1.23. Obliczy¢ pole czesci walca z2 + y? = R? (R > 0) odcietego z
dotu plaszczyzng z = 0, a z géry powierzchnig z = 1 4 3.

Rozwigzanie. Niech ¥ oznacza czes¢ walca
odcieta z gbéry powierzchnia o réwnaniu
g(x,y) = 1+ 92, a z dotu plaszczyzna o réwna-
niu d(z,y) = 0 (rysunek). Wtedy pole ¥ wyraza
sie catka krzywoliniowa niezorientowang

pole (2) = /(1 + g2 —o) dl = /(1+y2) dl,

T r

gdzie tuk I' przez, ktory przechodza tworzace powierzchni X jest okregiem



32 1. Catki krzywoliniowe niezorientowane

o promieniu R. Réwnanie parametryczne tuku ma posta¢ x = Rcost, y =
Rsint, gdzie 0 < t < 27. Stad z/(t) = —Rsint, y'(t) = Rcost i

\/[m’(t)]2 + ') = \/(—Rsint) + (Rcost)? \/R2 (sin® ¢t + cos?t) = R.

Zatem, korzystajac ze wzoru

8
[ fawydi= [ r@.p@)y e oP + b ord.
T a

otrzymamy

/(1—|—y2) dl =

T

(1 + yQ(t)) VI O] + [y (1) dt

2
(1+sin®t) -Rdt = R / (1 +sint) e[ |

2¢=1(1—cos2t)

R/{l—k 1—cos2t] :—R/ —cos2t)d

1. CLE |
:—R 3t — —sin 2t = —-R-6r = 37R.
2 2 0 2

o\:‘w o\:‘w

Pole czesci walca jest rowne 3mR.

Zadanie 1.24. Obliczy¢ pole czesci walca 22 +y? = 1 ograniczonego z dotu i z
gbéry odpowiednio powierzchniami:
(a) 2=0,2=24zy; (b)z=—-z,2=5+y.

Odpowiedzi. (a) 47; (b) 107.

Masa tuku

Masa tuku materialnego I' o gestosci liniowej masy A\(r) wyraza sie wzorem:

masa (I') = /)\(r) dl
r

Uwaga. Gdy tuk I' jest jednorodny o gestosci Ag, to powyzszy wzoér przyjmuje
postac:
masa (') = A\ - dlugoéé (T').
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Przyktad 1.25. Obliczy¢ mase:

(a) tuku asteroidy I' : o = cos®t, y = sin®t, gdzie 0 < t < 7/2, o gestosci
liniowej masy A\(z,y) = x + y;

(b) tukuT': y =1Inzx, gdzie 1 < z < e, jezeli gestosé liniowa masy wyraza sie
wzorem \(z,y) = 22

(¢) dwéch zwojéw linii Srubowej I' nawinietej na walec o érednicy d = 2 i
wysokoéci H = 2. Gesto$é liniowa masy A w dowolnym punkcie zwoju jest
réwna odlegtosci tego punktu od podstawy walca.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania catek krzywoliniowych nie-
skierowanych wykorzystamy wzory podane w Uwadze po Twierdzeniu 1.15.
(a) Masa tuku I' o gestosci liniowej masy A(z,y) = y
T + y wyraza sie wzorem

masa (I') = /(a: +y)dl. I

r x

Poniewaz tuk I' opisany jest réwnaniami z = cos3t, y = sin® t, gdzie 0 <t <
7/2, wiec '(t) = 3cos?t(—sint), y'(t) = 3sin®tcost. Stad

\/[x’(t)]2 + @) = \/(—3 cos?tsint)? 4 (3sin’t cos t)2
= \/9 cos?tsin?t (cos?t +sin?t) = 3V cos? tsin? ¢

= 3costsint.

Ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze cost > 0, sint > 0 dla 0 < ¢t < 7/2.
Zatem, dla funkcji A(z,y) = = + i tuku I opisanego réwnaniami z = cos®t,
y = sin®t, gdzie 0 < t < 7/2, mamy

[+ = [l +y©) Ve @F + [y o) d

T

O\wl: O\wl:

(cos3 t + sin® t) -3sintcostdt

3

™

2 3
3/cos4tsintdt + 3/sin4tcostdt.
0 0
Ostatnie dwie catki obliczymy metoda catkowania przez podstawienie. Mamy

% 0 1 1
4 catkowanie przez 'podstawienie 4 4 7_5 1
/cos tsintdt | cost=7 —sintdi=dr :—/T dT:/T dr=|—| ==
t=m/2, T=0 ) 5
0 ’ 1 0 0
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oraz _
2 1 1
cialkowanie przez podstawienie 7—5 1
/sinﬁ‘tcostdt[s‘“ﬁ:gv costdt =dr } :/T4d7’: —| ==
t = 7'r/2: =1 5 0 5
0 0
, 1 1 6
Zatem tuk I' ma mase rowna 3 - H +3- F= 5
(b) Masa tuku I' o gestosci liniowej masy
Az, y) = 2% wyraza sic wzorem y y=In
masa ([') = /m2 di. r |
1 e x

i |

Poniewaz, tuk T" jest wykresem funkcji y = Inz, gdzie 1 < z < e, wiec y'(x) =

2 9 5 .
1+[y’(x)]2=\/1+<%> :\/x +1_Vita? Vi+a?

x2 || x

Zatem, dla funkcji A(z,y) = 22 1 tuku T’ bedacego wykresem funkeji y = In z,
mamy

e

e 3 1
/$2dl:/$2 1+[y’(x)]2dw:/x2'x7+da:

r 1 1
e2+1
calkowanle przez podstawienie 1
— 2 z2 +1=u, 2xdzr =du — _
—/x\/aj ldx A = / 2\/ﬂdu
1 r=e, u= e2 +1 2

e2+1

L zg[(em)m_my
Wiec tuk I' ma mase rowna [(62 + 1) ve2+1-— 2\/5} /3.

(c) Polozenie walca i nawinietych na nim dwéch
zwojow linii srubowej I' przyjmujemy jak na ry- T
sunku. Gesto$é¢ liniowa masy A tuku I' w punk- g
cie (x,y,z) jest réwna odleglosci tego punktu
od podstawy walca, czyli A\(x,y,2) = z. Zatem
masa linii sSrubowej I' wyraza sie wzorem

masa (I') = /zdl.

T
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Dwa zwoje linii I" nawinieto na walec o wysokosci H = 2, wiec jej skok h = 1.

Poniewaz walec ma érednice d = 2, czyli promien R = 1, wiec réwnanie

parametryczne tuku I' (str. 15) mozna przyjaé¢ postaci x = cost, y = sint,
t 1

=5 gdzie 0 < ¢t < 4m. Stad z'(t) = —sint, y'(t) = cost, 2'(t) = —, a
7r

27
dalej

2
VP + W OF + 0P = |-+ st + (1)

2T

1 1
= \/simzt—l—coszt—l—4—7T2:\/14—4—7T2

Van? +1

2T

Wiec catka krzywoliniowa gestosci A(z,y,z) = z po tuku I' opisanym réwna-
niami parametrycznymi x = cost, y = sint, z = o gdzie 0 < t < 4w, dana
™

jest rownoscia

47
[zdt= [V @F + ' @F + 20 d
T 0
47 4 T
_/i 4772—|—1dt_\/1—|—47r2 tdt_\/l—l—élﬂ'z 54
) o 2 - A4x2  4g2 2
0 0 0
= 2V4r2 + 1

Zatem tuk T' ma mase réwna 2v/ 472 + 1.

Zadanie 1.26. Obliczy¢ mase:

(a) tuku T' : @ = 2cost, y = 2sint, gdzie ¢t € [0,27], jezeli gestosé¢ liniowa
masy wyraza sie wzorem A(z,y) = |y|;

(b) odcinka AB, gdzie A = (1,2,3), B = (0,2,2), jezeli gestos¢ liniowa masy
w punkcie (z,y, z) odcinka jest réwna zyz;

(c) jednego zwoju linii srubowej I' nawinietej na walec o $rednicy 2r (r > 0),
wysokoéci 27h (h > 0) i gestosci liniowej masy réwnej A(z, y, z) = 2% 4132 + 22;
() hkaT: z=t, y=1t2/2, z =12 gdzie 0 < t < 1, jezeli gestosé liniowa
masy w punkcie (z,y, z) tuku dana jest wzorem /2y.

Odpowiedzi. (a) 16; (b) 8—\3/5; (c) 2?” (47%h? + 3r2) /12 + h2; (d) % (6\/6 - 1) .
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Wspétrzedne srodka masy

Na ptlaszczyznie wspotrzedne $rodka masy C tuku materialnego I' o gestosci
liniowej masy A wyrazaja sie wzorami:

/a;)\(a:,y) dl /y)\(a;,y) dl
_T

r
T, = ————
© masa (T') Ye

)

masa (I')

a w przestrzeni — wzorami:

/m)\(m,y, z)dl

z, =L
masa (I')

(a)

Ye

]

Rys. 1.17. Wspélrzedne srodka masy tuku: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Uwaga. Gdy tuk I' jest jednorodny, to wzory na wspolrzedne srodka masy
przyjmuja prostsza postac:

/mdl /ydl /zdl
_r

I _ I
¢~ Qugosé ) ¢~ dlugose ()’ ~©~ dlugodé ()

Jezeli tuk materialny na plaszczyznie ma srodek lub 0§ symetrii i gesto$é masy
jest funkcja symetryczna wzgledem tego $rodka lub osi (np. jest stala), to
$rodek masy tuku pokrywa sie ze srodkiem lub lezy na osi.

(@) . (b) ;
Tr
C

Rys. 1.19. Luk na plaszczyZnie: (a) ze srodkiem symetrii; (b) z osia symetrii

X
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Jezeli tuk materialny w przestrzeni ma srodek symetrii, o§ obrotu lub ptasz-
czyzne symetrii i gesto$é liniowa masy jest funkcjg symetryczna odpowiednio
wzgledem tego $rodka, osi lub plaszczyzny (np. jest stata), to $rodek masy
tuku pokrywa sie ze srodkiem albo lezy na osi lub ptaszczyznie.

Rys. 1.20. L.uk w przestrzeni:
(a) ze $rodkiem symetrii;  (b) z osia obrotu;  (¢) z plaszczyzna symetrii

Przyktad 1.27. Wyznaczy¢ wspolrzedne srodka masy:

(a) jednorodnego tuku cykloidy I' : © = R(t —sint), y = R(1 — cost), gdzie
0<t<2m (R>0);

(b) tuku paraboli I' : y = 22, gdzie —1 < = < 1, jezeli liniowa gesto$¢ masy
ma postaé A (z,y) = V1 + 4a2;

(c) jednorodnej tamanej I' o wierzchotkach A = (—1,1,\/5), B = (0,0,0),
C=(1,-1,1/2).

Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania dlugosci tukéw wykorzy-

stamy wzory podane w Uwadze po Twierdzeniu 1.10 (str. 17), a dla obliczania
catek krzywoliniowych nieskierowanych — wzory wyszczegdlnione w Uwadze po
Twierdzeniu 1.15 (str. 21).
(a) Prosta * = mR jest osia symetrii tuku
cykloidy o jednorodnej gestoéci liniowej, wiec
srodek masy C lezy na tej prostej, tzn. z, =
mR. Wspétrzedna y, obliczymy ze wzoru

/ydl

-_rr
dtugosé (T)°

Ye

Obliczenia rozpoczniemy od wyznaczenia dtugosci tuku I'. Poniewaz tuk cy-
kloidy opisany jest réwnaniami parametrycznymi postaci

x = R(t—sint), y= R(1— cost),
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gdzie 0 < t < 27, wiec z'(t) = R(1 — cost), y'(t) = Rsint, a stad

\/[3:’(15)]2 + [y’(t)]2 = \/(R(l — cos t))2 + (Rsint)?
= \/R2 (1 —2cost + cos?t +sin’t) = RV2y/1 — cost.

Zatem, ze wzoru na dlugoéé tuku, mamy

2
dlugOSC /\/ t 2 dt — /Rﬁm dt[wykorzystamy wzc’)r::|

t=1-—2sin? L
—\/_R/1/251n dt—ZR/
2

= 2R/sm§dt =2R [—QCOSS] = 8R.
0

wykorzystamy fakt:
sm dt s
Sll’l2 >0dlat € [0,27]

0
Przechodzimy do obliczenia calki krzywoliniowej funkcji f(z,y) =y po tuku I.
Mamy
21

Judt = [ve/w P+ eP a

T

0
27

= [ RO = cost) VIRV = ot 2
0

t=1—2sin 3

27
sin — ' dt = 4R? / sin® % dt
0

27
= /\/§R2-25in2§-\/§
0

2
T t catkowanie przez podstawienie
= 4R2/sin— 1—cos®= ) dt |coss=7 —hsingd=adr
2

t=0, 7=1
t=2mw, T=-1
0

-1 1

= 432/ 2(1-7%) dT:—sRQ/(T2—1) dr

1 1 —1
3
32
— —8R? [T— - r] = 2°R2,
3 7] .73

Zatem $rodek masy tuku cykloidy ma wspotrzedne:

32
3R2 4
=R e =g =3k

Lo
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(b) Zauwazmy najpierw, ze tuk jest symetryczny
wzgledem osi Oy. Ponadto, gesto$¢ masy jest
funkcjg parzysta wzgledem zmiennej z. Stad wy-
nika, ze srodek masy C nalezy do osi Oy. Zatem

o = 0. Wspélrzedng y. Srodka masy tuku I'
wyliczymy ze wzoru

/y)\m y)dl /y\/1+4x2dl
I

Ye masa (') " masa (I')

Obliczenia rozpoczniemy od wyznaczenia masy tuku I'. Luk T" jest wykresem
funkeji y = 22, gdzie —1 < = < 1, a jego liniowa gesto$é masy A(z,y) =

V14 422, wiec
masa (I') = /)\(az,y) dl = / V14 4x2dl

/\/1+4x2\/1+ d:r—/\/1+4x2\/1+4x2da:
-1

x311 14
~1

rz+4-

1
1 422 d =
/1 +4x T 3

Przechodzimy do obliczenia calki krzywoliniowej funkcji f(x,y) = yV1 + 4a?
po tuku I'. Mamy

1
/y\/1+4m2 dl = /y(az)\/1+4x2 A1+ [y ()] da
r “1

1
:/m2-\/1+4m2-\/1+4$2d$=
1 =

1
a3 x® 34
—+4.— = —.
3 5 .

2 (1 + 4:1;2) dz

[ ’—‘\»—A

- /(m2+4x4) dx =

15
-1
34 3 17
Zatem srodek masy tuku I' ma wspotrzedne z, =0, y, = T 4= 35
(c) Lamana I' sklada sie z odcinkéw I'y oraz I'y taczacych odpowiednio punkty
Ai Boraz BiC. Zauwazmy, ze plaszczyzna y = —x jest plaszczyzng symetrii

tamanej I', a poniewaz jest ona rowniez jednorodna, wiec jej Srodek masy lezy
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na tej plaszczyznie, czyli ma wspétrzedne (z, —z, 2, ). Wspélrzedne z, i z,
obliczymy ze wzoréw

z
/xﬂ /mﬂ /mﬂ

r. = T __n + Iy
“  dilugoé¢ () dlugosé () dlugosé (T')’

/zﬂ /zﬂ /zﬂ

s — _T __I + Iy
“  dlugosé ()  dhugosé ()  diugosé (I')

(-1,1,3)
I

<

Dtugosé tamanej I' jest suma dhugosci odcinkow I'y i I's. Poniewaz odcinek I'y
taczy punkty (1, -1, \/E) i (0,0,0), a odcinek I'y punkty (0,0,0) i (—1,1,1/2),
wiec ze wzoru na odlegtosé punktow w przestrzeni mamy odpowiednio

diugos¢ (Th) = /(1 —0)2+ (—1—0)2 + (V2 —0)2 =2,

dlugos¢ (Ty) = ¢ (0+1)2+(0—1)2 + (o _ %)2 3

Stad dlugosé (T) = 2 + 3 _ 7T

5 5 Odcinki I'7, 'y mozna opisa¢ réwnaniami
parametrycznymi postaci:

Di:zx=t y=—t z=+2t gdzie 0 <t <1,

1
Fg:x:—t,y:t,z:it, gdzie 0 <t < 1,

wiec dla tukéw I'1, I's mamy odpowiednio:

VEOP + W OF + 0P = 2+ (-17 + (V3)” =2

2
Vs OF + [y () + [2(0) = \/(—1)2 +12 4 (%) -3

Teraz obliczymy calki / xdl, / xdl, / zdl, / z dl, korzystajac ze wzoru
I T2 N1 Ty
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Mamy kolejno

1 1 1
1 2
/xdzz/tadt:[tﬂ —1, xdl:/—t~§dt:—§ Clo_3
0 2 212 4
I 0 Ty 0 0
/ 1 F13 321" 3
= . = 2 = = -1 - — = — | — = —
/zdz_/\/it 2 dt \/EHO V2, /zdl /2t i 4[2] -
I 0 Iy 0 0

W konsekwencji

2 3 1 1 2 3y 2v2 3
T ( 4) 147 YeT e T Ty e 7<\/_+8> 7 33
Zadanie 1.28. Wyznaczy¢ wspdirzedne érodkéw masy tukéw jednorodnych:
a) linia tancuchowa y = cosh x, gdzie |z| < 1;
b) éwiartka okregu o promieniu R;
c¢) pélokrag o promieniu R wraz ze Srednica;

e) linia Srubowa x = rcost, y = rsint, z = bt, gdzie 0 < ¢ < 2m;
f) brzeg tréjkata sferycznego 2+ 4+22=1,gdziex>0,y>0,2>0;

(
(
(
(d) tuk asteroidy o réwnaniu z = 6cos’ t, y = 6sin’t, gdzie t € [0, 7/2];
(
(
(g) krzywa 2?4y =1, 242y + 32 =12.

o et +4e2 -1 2
Odp0WIedZI. (a) T, = 0, Yo = m, (b) Te = Yo = ;R, (C) To = 0,
2R 12 4
Yo s )z =yo=—75(0) 20 =Yo =0, 20 =7b; (f) 20 =yo =2 = 53

PR
@)z =y.=0,2, =4.
Momenty bezwtadnosci

Momenty bezwladnosci wzgledem osi lub poczatku uktadu wspétrzednych pla-
skiego tuku materialnego I' o gestosci liniowej masy A wyrazaja sie wzorami:

Im:/y2)\(x,y) dl, I :/xz)\(a:,y)dl, Io :/(x2+y2) Az, y)dl.
T T r

7Z kolei momenty bezwtadnosci wzgledem osi lub poczatku uktadu wspélrzed-
nych przestrzennego tuku materialnego I' o gestoéci liniowej masy A wyrazaja
sie wzorami:

Im:/(y2—|—z2) MNz,y,z)dl, T :/(x2+z2) Mz, y, z)dl,
r r
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I, = / (a:2 + y2) Nz, y, 2)dl, Io= / (:r2 T2+ 22) Az, y, 2) dL.
I I

Uwaga. Gdy tuk I' w przestrzeni jest jednorodny, to ostatni wzor przyjmuje
prostsza postac:

masa (I) 2,2 .2
o= 2l dl.
O = Qugose (F)F/(x i+ 2)

Analogicznie uproszczajg sie pozostate wzory.

Przyktad 1.29. Obliczy¢ moment bezwtadnoéci:
(a) jednorodnego okregu I' o promieniu R i masie M, wzgledem jego Srednicy;

(b) jednorodnego odcinka I' na plaszczyznie o dtugoéci 2d i masie M, wzgledem
prostej przechodzacej przez jego srodek i nachylonej pod katem 7/3;

(c) linii tancuchowej I' o réwnaniu y = cosh x, gdzie || < 11 gestosci liniowej
masy A(z,y) = |z|, wzgledem osi symetrii;

(d) jednorodnej stozkowej linii $rubowej I':
r(t) = e ' (cost, sint, 1), gdzie t € [0,2n],
wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych.

Rozwigzanie. W rozwigzaniach, do obliczenia catek krzywoliniowych nie-
skierowanych, wykorzystamy wzory wyszczegdlnione w Uwadze po Twierdzeniu
1.15 (str. 21).

(a) Niech okrag bedzie potozony wzgledem uktadu
wspolrzednych jak na rysunku. Moment bezwtadnosci
tego okregu obliczymy wzgledem osi Oy. Zauwazmy, ze
ze wzgledu na symetrie, moment bezwladnosci calego

Y
T &
okregu I' jest 4-krotnie wiekszy niz moment ¢wiartki / \
I'y tego okregu. Poniewaz okrag I' jest jednorodny, \/R

wiec jego gestosé liniowa masy A(z,y) = g obliczymy r

ze wzoru

~omasa(I) M
07 dlugos¢ (T) 2R’
Moment bezwladnosci okregu I' wzgledem jego érednicy wyraza sie wzorem

4M
/x Nodl = 4)g | 22 dl s | " dl
T Iy I
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Fuk I'1 ma przedstawienie parametryczne x = Rcost, y = Rsint, gdzie 0 <
t < m/2. Stad x'(t) = —Rsint, y'(t) = Rcost oraz

\/[m’(t)]2 + [y’ )] = \/(Rcos t)?2 + (Rsint)? = \/R2 (cos?t +sin?t) = R.

Tak wiec, calka krzywoliniowa z funkcji f(z,y) = 22 po luku I'; o wskazanej
parametryzacji jest réwna

s

/xzdl = /2382(15)\/[:3’(15)]2 /z Rcost)®- Rdt
0

Fl 0 T T
2 2
= R3 / cos? t dt [Z}ngz_ysiznic::;)} = / % 1+ cos2t)dt
2
0 0
R3 1. 3 R3 R3r
:7{75_§Sm2t]0:7 5= 1

Zatem moment bezwtadnosci okregu I' wzgledem jego Srednicy jest réwny

-4 M Rr M R?
Yo 27rR 4 2 7
(b) Niech odcinek T' bedzie potozony wzgledem
uktadu wspédtrzednych jak na rysunku. Wtedy
moment bezwladnosci tego odcinka wzgledem

prostej przechodzacej przez jego érodek i nachy- Y
. . T,
lonej pod zadanym katem, jest momentem bez-
wtadnosci wzgledem osi Ox. Z zatozenia odci- T
nek I jest jednorodny, wiec jego gestosé liniowa 4 d T
masy A(z,y) = Ao jest réwna 2 2

), — nasa . M
07 dlugosé ()~ 2d

Moment bezwladnosci danego odcinka wyraza sie wzorem
M
L=\ 2dl:—/ 241,
T 0/9 2d Yy
r r

Odcinek T jest wykresem funkcji y = V3, gdzie —d/2 < & < d/2. Zatem,
calka krzywoliniowa funkcji f(x,y) = y? po tuku T' wyraza sie wzorem
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/y%u:/ \/H—idm—/ (V3z) \/1—1—[(\/338)/]2(13:

r _d _d

2 2

g s s
_ 2 z / _ ”3_ _g . _ &
—/3x 1+(\/§) dr =6 | 2°dz =6 - 3 d— 15 5

_d _d -3

2 2

M & Md?

Tak wiec, szukany moment bezwladnosci jest réwny %9 9= 1
(c) Niech T'; oznacza fragment tuku I', gdy 0 < z <
1 (rysunek). Linia lancuchowa T' jest symetryczna
wzgledem osi Oy, a gesto$¢ liniowa masy A(z,y) = |z|
jest funkcja parzysta wzgledem zmiennej z, wiec mo-
ment bezwladnosci tuku I' wzgledem jego osi symetrii,
czyli osi Oy, bedzie dwukrotnie wiekszy od momentu
bezwladnosci tuku I'y. Zatem

I, = /xz)\(aj,y) dl = 2/3:2)\(x,y) dl = 2/aj2|x|dl.
Fl Fl

r

Tak wiec, catke krzywoliniowa funkeji f(z,y) = 2%z po tuku I'y, gdzie 0 <
x < 1, obliczamy ze wzoru

/x2|x|dl / 22z[\/1+ [y d:c—/ 2%|x|\/1 + [(coshz)’
I'1
= / \/1—i—Slnh2mdm{Wykc;”y“‘"‘.myQWZOr } = / 23 cosh z du.
cosh® z — sinh“z =1

0

Ostatnig catke obliczymy wykorzystujac trzykrotnie metode catkowania przez
czesci. Mamy

z) )
(z) = 3z*, g(x) = sinhx

1
3 catkowanie przez czesci
z’coshxdr | f@) =43 g'(z)=cosha | =
t
0

. calkowame przez czesci
== |:$351nh$ 3/.17 Slnhl‘dl‘ |: (z) = 22, g,(z)—sinhz:|

f'(z) =2z, g(x) = coshz

f’(z) =1, g(x) = sinhz

. catkowanie przez czesci
=sinh1l -3 ([ﬁ cosh m}o - Z/mcoshxda:) [ F@) = g () = cosh @ } =
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1
=sinh1 —3cosh1+6 ([m sinh ] — /sinhxdaz)

0
= sinh 1 — 3cosh 1 + 6sinh 1 — 6 [cosh z];
wykorzystamy wzory 8
=T7sinh1 —9cosh1+ 6| simha=(er—c7) /2| =6—e— —.
cosha = (em + e*m) /2j| e

Zatem szukany moment bezwladnosci jest réwny 2 (6 —e— 86_1) .

(d) Moment bezwladnosci jednorodnej linii $ru-
bowej I' wzgledem poczatku uktadu wspotrzed-
nych obliczymy ze wzoru

Ioz)\o/(m2+y2+z2) dl.
I

Stozkowa linia $rubowa dana jest réwnaniami

parametrycznymi postaci: * = e tcost, y =

e tsint, z = et gdzie 0 < t < 27. Zatem

/
x'(t) = (e_t Ccos t) = —elcost+ e t(—sint) = —e Y(cost +sint),

OF + ' OF + /(0] =

—e~t(cost +sint))? + (—e~t(sint — cost))? + (—e~t)?

(
(

t

—e=t)? (cos?t + 2cos tsint + sin®t 4 sin® ¢ — 2sint cost + cos? ¢ + 1)

Il
o< < '

=

Tak wiec, moment bezwtadnosci linii Srubowej wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych jest réwny

Iy = AO/(m2+y2+22) di
I
27

= o [ 20+ 20+ 20] Vie OF + ' OF + 0P dt =

0
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2
= )\o/ [(e_t cos t)2 + (e_tsin t)2 + (e_t) 2} e /3t
0
27 2
= \/§A0/ (e_t)2 (cos2 t +sin®¢ + 1) e tdt = \/g)\o / e 3. 24t
0 0
27 _ T
= 2\/§)\00/e_3t dt = 2v/3\ l—e;t]z = 2\3/5 (1 — 6_6”) Ao-

Zadanie 1.30. Obliczy¢é moment bezwladno$ci:

(a) jednorodnego brzegu kwadratu o boku a i masie M, wzgledem jego prze-
katnej;

(b) jednorodnego odcinka AB, gdzie A = (1,2,3), B = (3,5,4) o masie M,
wzgledem osi Oz;

(c) jednorodnej linii érubowej I' : & = acost, y = asint, z = bt, gdzie
0 <t < 2w, omasie M, wzgledem osi Oz;

(d) tukuT': z =tcost, y =tsint, z = t, gdzie t € [2m,47], o gestosci liniowej

masy A(z,y,z) = —, wzgledem osi Oz.
z

Odpowiedzi. (a) MG ) 2 e ) 2?‘/5 [\/ (872 +1)° = y/(2m2 + 1)3}



