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Wstep

Opracowanie® jest trzecig czescig zestawu podrecznikéw do przedmiotu Al-
gebra z geometrig analityczng. Pozostalymi czeéciami zestawu sa ,Algebra i
geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory” oraz ,Algebra i geome-
tria analityczna. Przyklady i zadania”. Ksiazka zawiera zestawy zadan, ktére
w ubieglych latach studenci Politechniki Wroctawskiej rozwiazywali na ko-
lokwiach i egzaminach. Zadania obejmuja liczby zespolone, wielomiany, ma-
cierze i wyznaczniki, uktady réwnan liniowych oraz geometri¢ analityczna w
przestrzeni. Do wszystkich zestawéw z kolokwiéw oraz do zestawdéw egzami-
nacyjnych o numerach nieparzystych podane sa odpowiedzi.

Opracowanie pozwala studentom zapoznaé si¢ z rodzajami oraz stopniem
trudnoéci zadan kolokwialnych i egzaminacyjnych. Jest to jednoczesnie dodat-
kowy material do samodzielnej nauki.

Studentéow Politechniki Wroctawskiej zainteresowanych udzialem w kon-
kursie matematycznym , Egzamin na ocene celujacg’ zachecamy do zapozna-
nia sie z ksiazka pt. ,,Studencki konkurs matematyczny”. To opracowanie za-
wiera zadania wraz z rozwiazaniami z konkurséw, ktére odbyly sie w latach

1994 — 2021.

Obecne wydanie ksigzki powigkszyliSmy o tematyczny zestaw zadan. Do
kazdego tematu kursu algebra z geometria analityczna przypisaliSmy zadania
z kolokwiéw i egzaminow. Ulatwia to znalezienie zadan o wybranej tematyce.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej za zestawy z kolokwiow i egzaminéw, a takze za uwagi o po-

przednich wydaniach tego zbioru.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

*Do 2005 r. ksigzka miala tytut , Algebra liniowa 1. Kolokwia i egzaminy”.






Zestawy zadan z kolokwiow #

Kolokwium pierwsze

Zestaw 1. odp. str. 80
. 32 . ’ . . .

1. Obliczy¢ (\/g — z) . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

2. Narysowa¢ zbidr liczb zespolonych z, dla ktérych 0 < arg (23) < m/2.

3. Rozwiaza¢ réwnanie 25 = (1 + 3i)!2.

{L‘2

4. Funkcje wymierng — e roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.
x4+ % —

dor — 4

Zestaw 2. odp. str. 80
32 . . .

1. Obliczy¢ (\/§ + z) . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

2. Narysowaé zbiér liczb zespolonych z, dla ktérych 7/2 < arg (2:3) < m.

3. Rozwiazaé réwnanie 20 = (1 — 3i)'2.

$2

x2 4+ 4xr —4

4. Funkcje wymierng — roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.
73—

Zestaw 3. odp. str. 80
. 7’ . 32 . 7 . . .
1. Obliczy¢ (—\/§ + z) . Wynik podaé¢ w postaci algebraicznej.

2. Narysowaé zbidr liczb zespolonych z, dla ktérych 7 < arg <z3) < 3m/2.

# Obecnie na obu kolokwiach studenci otrzymuja do rozwiazania w czasie 45 minut 3
zadania.
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3. Rozwiazaé¢ réwnanie 20 = (3 —7)12,

— 244z —14

4. Funkcje wymierng — roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.
x

Zestaw 4. odp. str. 80
. 7’ . 32 . 7’ . . .

1. Obliczy¢ <_\/§ — z) . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

2. Rozwigzaé réwnanie 20 = (3 4 14)'2.

3. Narysowaé zbiér liczb zespolonych z, dla ktérych 37/2 < arg <z3) < 2.

512‘2

4. Funkcj i
unkcje wymierng P A

rozlozy¢ na rzeczywiste utamki proste.

Zestaw 5. odp. str. 81
1. Rozwigzaé¢ réwnanie 28 — (\/g + i)g =0.
2. Narysowaé zbiér {z eC: Im (23) > Re (zg)} .

3. Jednym z pierwiastkéw wielomianu z*+22° +92% +82+20 jest liczba —1—2i.
Zmnalez¢ pozostale pierwiastki.

2 20
3—1 3—1 33
4. Obliczy¢ sum@l—l—\/_ z—i— (f z) + ...+ <f Z) .

2 2 2

Zestaw 0. odp. str. 81

1. Rozwiazaé réwnanie 28 = () % { naszkicowad jego pierwiastki, wykorzystujac
odpowiednig postac liczby zespolone;j.

2. Naszkicowaé zbior {z eC: ‘23‘ <8, 0<arg (23) < %} .

3. Rozwiazaé¢ réwnanie 27 4+ 22* + z = 0.

4. Liczba 2 — i jest pierwiastkiem wielomianu
2t — 62% 4+ 1827 — 302 + 25.

Wyznaczy¢ pozostate pierwiastki i roztozy¢ wielomian na rzeczywiste czynniki
nierozktadalne.
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Zestaw 7. odp. str. 81

1. Znalezé i przedstawié¢ graficznie pierwiastki wielomianu 2% — iz? + 2.

2. Obliczyé¢ +v/—16. Wynik podaé w postaci algebraiczne;.

3. Narysowac zbiér {z €C: arg(iz) = g} .

4. Korzystajac z postaci wyktadniczej liczby zespolonej naszkicowaé zbior
{zeC: 2 =@", |} > |97}

Zestaw 8. odp. str. 82

1. Narysowaé zbidr {z eC: arg (zz5) = 0} .
T T\’
2. Obliczy¢ (cos i isin §> . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

(1 + z\/§) 17

3. Wyznaczy¢ modul i argument gléwny liczby zespolonej

4. Znalezé pierwiastki wielomianu 2% — z + 6.
Zestaw 9. odp. str. 82
1. Obliczy¢ (?2 — %) : . Wynik poda¢ w postaci algebraiczne;j.

2. Rozwiazaé réwnanie 22 = (1 — 3i)°.

3. Sprawdzié, ze i jest pierwiastkiem wielomianu z*—234-222—z+1, a nastepnie
znalez¢ pozostate pierwiastki.

4. Ktére z iloczynéw A2B, AB?, BA?, B?A istnieja i wyjaénié dlaczego?

19 _9 10 -1
Obliczy¢ te, ktére istnieja dla A = [0 1 7 }, B = 23 2
-21 0

Zestaw 10. odp. str. 82

1. Obliczy¢ W (i), a nastepnie znalez¢ pierwiastki wielomianu
Wi(z) =2 +323 422+ 324+ 1.
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2. Ktére z iloczynéw A%2B, AB?, BA?, B?A istnieja i wyjasnié¢ dlaczego?
0 1 3 1
Obliczy¢ te, ktére istnieja dla A={1 2| B=1-12 0}.
7 =2 12 -2
N A , . o
3. Obliczy¢ [ —= — — . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.
V2 2
4. Rozwigzaé réwnanie 2% = (1 + 24)2.
Zestaw 11. odp. str. 82
1. Ktére z iloczynéw A?B, AB?, BA?, B?A istnieja i wyjasni¢ dlaczego?
0 -1 1 10
Obliczy¢ te, ktére istnieja dla A= |3 2 2|, B= 21].
1 0 -2 -2 7
2. Znalez¢ pierwiastki wielomianu 2% + 722 + 7z + 6.
S, =2 Els
3. Rozwigzaé¢ réwnanie |Z|” = ——.
Z—1
4. Obliczy¢ i przedstawi¢ w postaci algebraicznej v/ —64.
Zestaw 12. odp. str. 82

1. Rozwiazaé réwnanie |z|> + (1 +14)Z = 0.

2. Obliczy¢ / —8 + 8v/3i. Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

3. Ktére z iloczynéw A%2B, AB?, BA? B2?A istnieja i wyjasni¢ dlaczego?

3 2 2 01 7
Obliczy¢ te, ktére istnieja dla A= |0 -1 1|, B= .
1 0 -2 12 -2

4. Znalezé pierwiastki wielomianu 2% + 922 + 9z — 10.

Zestaw 13. odp. str. 82

1. Funkej i 3z
. Funkc miern
Wy adx3+x2—4:):—4

roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.

(1+\/§i)2(1—i)3 ;
V3 +i v

2. Znalez¢ postaé algebraiczng liczby zespolonej
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~18
1+4v3

4. Narysowa¢ zbiér liczb zespolonych z, dla ktérych 0 < arg (23) < m/4.

3. Rozwigzaé¢ réwnanie 2% =

Zestaw 14. odp. str. 83

73

1. Funkcj¢ wymierng — roztozyé¢ na rzeczywiste ulamki proste.
x

it
(1—=)?

. 150 ., . . .

2. Liczbe zespolona (1 + z\/g) przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.

o . . 1 -1 042
3. Rozwiazaé réwnanie macierzowe {2 1 ] X = { 3 9 7] .

4. Narysowad zbidr liczb zespolonych z spelniajacych warunek Re {(z—l— 1)2} > 0.

Zestaw 15. odp. str. 83

52
2440+ 4

1. Funkcje wymierna — n roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.
x4

()

2. Liczbe zespolona W

przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.

3. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia wielomianu 0% (:c2 + x + 1) przez wielomian
22 — 1, bez wykonywania dzielenia.

4. Obliczy¢ te z iloczynéw AB?, BA?, ABTB, BTBA, BBT AT, ktére istnieja

dla
12 1 1 -2
A=130-1|, B=1|3 —-1].
21 -1 2 1
Zestaw 16. odp. str. 83

1. Funkcje wymierna roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.

 +
2. Wyrazi¢ sin bx przez sinz i cosz.

3. Rozwigzaé réwnanie 28 = (1 + i)%. Pierwiastki przedstawi¢ w postaci alge-
braiczne;j.
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4. Dwoma pierwiastkami wielomianu 2% — 52% + 1823 — 1822 4+ 17z — 13 sa
z1 = 2 — 3i, zo = i. Znalez¢ pozostale pierwiastki wielomianu.

Zestaw 17. odp. str. 83
1. Obliczyé v/i. Wynik podaé w postaci algebraiczne;.

2. Liczba 1+ 24 jest pierwiastkiem wielomianu z* — 23+ 22 +92—10. Wyznaczy¢
pozostate pierwiastki.

3. Obliczy¢ wyznacznik

— =
—_ =
—_ O = =
O

4. Narysowaé zbidr liczb zespolonych z spelniajacych warunek arg (iz6) =T.

Zestaw 18. odp. str. 83
o -)11

(V3+i)

2. Obliczy¢ v/1 + 2i. Wynik podaé¢ w postaci algebraicznej.

1. Obliczy¢ 5- Wynik poda¢ w postaci algebraicznej.

3. Znalezé pierwiastki wymierne wielomianu 4z% + 22 — 3z + 1.

. C 1 -23 12
4 T T
4. Obliczy¢ AA 2BB*, jezeli A = [5 6 7},B—[ 1 1].

Zestaw 19. odp. str. 83

|z — i
|z + i

1. Naszkicowaé zbiér {z eC: <1, |z| > 2} .

2. Wyrazi¢ cos bx przez sin x, cos x, wykorzystujac wzér de Moivre’a.

3. Rozwiazaé réwnanie (z + 1)% = (z — 1)3.
S . . 11 10
4. Rozwigza¢ réwnanie macierzowe | 1 | |A=—1, |-

Zestaw 20. odp. str. 84

1. Rozwiazaé réwnanie |2]% = i25, wykorzystujac postaé wykladnicza liczby
zespolonej.
72

(@ 12 @+ 1)

2. Funkcje wymierna roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.
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3. Obliczy¢ wyznacznik

= —_0
== O =
— O =
O PP P

4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiér {z € C: Im [(z +i)%] < 0}.

Zestaw 21. odp. str. 84
1. Rozwiazaé¢ réwnanie |z|z = i22.

2. Liczba v/3 — i jest jednym z pierwiastkéw 6-go stopnia liczby z. Obliczy¢ z.
Zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej elementy zbioru /z.

3. Wiadomo, ze wielomian 2z — 32% — 3z — 5 ma pierwiastek wymierny nie

mniejszy niz 1. Znalez¢ pierwiastki wielomianu.

S 113 113
4. Rozwiaza¢ réwnanie {2 O} + X = [2 0] - X.
Zestaw 22, 136 2 odp. str. 84
— 1
1. Rozwiaza¢ réwnanie 5 (1) 5 2 = 18z.
z 10 22

2. Dla jakich liczb naturalnych n liczba (1 —14)™ nalezy do prostej Re z = Im 27

3

w241

3. Niech z =2 + ¢ oraz w = 2 <cosg —1sin %) . Obliczy¢

16

4. 7Zmalezé reszte z dzielenia wielomianu 26 — 2° + 3 przez wielomian 22 + 1
b

bez wykonywania dzielenia.
Zestaw 23. odp. str. 84

1. Wielomian z* — 223 4 222 — 22 + 1 rozlozy¢é na czynniki (a) rzeczywiste, (b)
zespolone, wiedzac, ze ma on jeden pierwiastek dwukrotny, zad cze$é¢ urojona
innego jest ujemna.

21-10

-15
2 13
-1 01 11 20

N —

2.NiechA:[ _% é],B: ,C’:{ ].MacierzD

20
jest iloczynem jednej z nich oraz sumy pozostatych. Znalez¢é macierz D.

3. Zbiér rozwigzan réwnania (Z)° —z = 0 zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolone;.

4. Obliczy¢ iloczyn wszystkich pierwiastkéw 4 stopnia liczby 16.
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Zestaw 24. odp. str. 84

1. Czy liczba z = 2=
(V3+i)

{z eC: argz < arg (z2)}?

= nalezy do zbioru

Odpowiedz uzasadnié.

000

2. Obliczy¢

o oo
oON OO
SO WwWo

05
40
00
00
00

3. Liczba i — 1 jest pierwiastkiem wielomianu z* + pz? + ¢, gdzie p oraz q sa
wspotczynnikami rzeczywistymi. Znalezé p i q.

4. Obliczyé v/ —i.
Zestaw 25. odp. str. 84

1. Sprawdzi¢, ze i jest pierwiastkiem wielomianu z*+234222+241. Wyznaczy¢
pozostate pierwiastki wielomianu.

2. Obliczy¢ i zaznaczy¢ na plaszczyZnie zespolonej zbiér +/—8i.

101
3. Obliczyé¢ A%21 A3 dla A= | 0 1 0. Nastepnie znalezé¢ i uzasadnié¢ wzér
101

og6lny na A™.
4. Narysowaé zbior {z € C: |z + 1| =|i — 2|} .
Zestaw 206. odp. str. 85

9
1. Niech z = (\/§ + 2) (1 —14)>. Obliczy¢ |z| oraz arg z.

2. Rozwiazaé¢ réwnanie 23 = —47.

3. Znalez¢ pierwiastki wielomianu 26 + 2% + 222 — 4 i przedstawié¢ je w postaci
algebraiczne;j.

-11 2
4. Rozwiazaé¢ réwnanie macierzowe X - [ 11 O] = [ _Z
01
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Zestaw 27. odp. str. 85

1. Naszkicowaé zbiér {z e C:
z—1

‘>1, argz<7r}.

2. Obliczy¢ 1+ (1 +4) + (L +i)* 4+ ... + (L +4)'L.

3. Liczba 141 jest pierwiastkiem wielomianu 2% — 522 +102% — 10z +4. Znalez¢é
pozostalte pierwiastki wielomianu.

7

4.

5

Zestaw 28. odp. str. 85

7
4
2

123
4. Rozwiazaé rownanie macierzowe [0 1 2] - X =
021

1. Rozwiazaé réwnanie 22 — 3z + 3 +i = 0.

(1+4)*

2. Liczbe 5 Dbrzedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.
(-v3)

3. Naszkicowaé zbior {z €C: O<arg <z4) < 77} .
L . . 12 12
4. Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe 01" X=X- 01"
Zestaw 29. odp. str. 85
1. Naszkicowaé zbiér {z € C: sin (7|z — 1]) > 0}.

2. Rozwiazaé¢ réwnanie 23 = 227.

3. Jednym z pierwiastkéw wielomianu az® 4 bz + 1, gdzie a, b sg liczbami rze-
czywistymi, jest 1 + 4. Znalezé wspolczynniki a, b.

4. Funkcje wymierna 1 roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste.

3
Zestaw 30. ) odp. str. 85
341 341 341
f+z+ V3 +i - V3+i
2 2 2
wynik przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.

1. Obliczy¢ sume 1 +

11
) i otrzymany

2. Nie wykonujac dzielenia, znalezé reszte z dzielenia wielomianu 10 —22°° 41
przez wielomian z? + 1.

2

2 —
3. Funkcj¢ wymierng ———— rozlozy¢ na rzeczywiste ulamki proste.

(22 4+1)
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4. Naszkicowaé zbior {z€ C: 1 < |z+1—1i| <2, 0 < Im (iz)}.

Zestaw 31. odp. str. 86
1. Naszkicowaé zbiér {z € C: |z — 14| > 1, argz > Tr/4}.

2. Wykorzystujac wzér de Moivre’a wyrazi¢ tg 3x jako funkcje tgx.

3. Znalez¢é pierwiastki wielomianu 2% — 23 — 222 4+ 62 — 4.

2

4. Funkcje wymierna 7 przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i rzeczy-

2
a:‘ —
wistych utamkdéw prostych.

Zestaw 32. odp. str. 86
1. Rozwiazaé réwnanie 23 = 8(1 4 1)3.
3

z
2. Narysowaé zbiér liczb zespolonych spelniajacych réwnanie |z|* = =

3. Rozlozy¢ na czynniki liniowe wielomian 2% — 623 + 1522 — 182 + 10, jezeli
wiadomo, ze 2 + ¢ jest jednym z jego pierwiastkow.

4. Funkcje wymierna 1 roztozyé¢ na rzeczywiste utamki proste.

4 —
Zestaw 33. odp. str. 86

1. Znalez¢ pierwiastki wielomianu 23 — z + 6.

. 15 . ’ . . .
2. Obliczy¢ (2 — \/3) . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

<s}.

4. Rozwiazaé¢ réwnanie 24 = — (2)4, korzystajac z postaci wyktadniczej liczby
zespolonej. Narysowac¢ zbidr rozwigzan na plaszczyznie zespolonej.

4+ 31
21—z

3. Naszkicowaé zbior {z eC:

Zestaw 34. odp. str. 86

1. Obliczy¢ /—64i. Podaé interpretacje geometryczng otrzymanego wyniku.
Odpowiedz podaé w postaci algebraicznej.

2. Liczba i jest pierwiastkiem wielomianu z* + 23 + 222 + = + 1. Obliczy¢
pozostate pierwiastki wielomianu.

3. Obliczyé (1 —4)?%. Wynik podaé w postaci algebraiczne;.
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>1}.

Zestaw 35. odp. str. 88

z + 41
—z

4. Narysowaé zbidr {z eC:

1. Poda¢ definicje pierwiastka stopnia n liczby zespolonej z. Obliczyé /—4.
Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

V3

77
1
2. Poda¢ wzo6r de Moivre’a i nastepnie obliczy¢ <§ — 72) . Wynik podaé
w postaci algebraicznej.

3. Znalez¢ pierwiastki zespolone wielomianu 223 — 322 + 2z — 1.
4. Narysowaé zbior {z eC: ‘E + 5‘ > 3} .
i
Zestaw 306. odp. str. 88
. . 5 . 7
1. Niech z = (\/§ - z) . Obliczy¢ |z| oraz arg z.

2. Jednym z pierwiastkéw czwartego stopnia liczby zespolonej w jest v/2i. Zna-
lez¢ w oraz pozostate pierwiastki.

3. Narysowac zbiér {z € C: 0 < |3i + z| < 3}.

4. Jednym z pierwiastkéw wielomianu 2% — 223 +82% — 62415 jest liczba —+/3i.
Zmalez¢ pozostate pierwiastki wielomianu.

Zestaw 37. odp. str. 88
1. Rozwiazaé réwnanie zz* = 32.

2. Narysowac zbiér {z € C : |2iz + 4] < 6, arg z < 47/3} . Opisaé brzeg zbioru.

3. Znalez¢ pierwiastki wielomianu z* — 22 — 6.

4. Liczbe zespolona (2 — 2i)?Y przedstawi¢ w postaci algebraiczne;.

Zestaw 38. odp. str. 88
1. Rozwiazaé réwnanie (z)* = 22.
s zZ—1 3m o :
2. Narysowa¢ zbiér {z eC: ‘_—1‘ > 1, argz > ?} . Opisa¢ brzeg zbioru.
z —

3. Wyznaczyé pierwiastki wielomianu x° — 2% 4+ 23 — 22 + z — 1.
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1-iv/3\ "
4. Liczbe zespolong <T> przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.

Zestaw 39. odp. str. 89
1. Rozwiazaé réwnanie (z)* = (1 —i)2.

2. Narysowac zbior {z € C: 2 < |z + 4| <6, argz > 7} . Opisaé brzeg zbioru.

3. Znalez¢ pierwiastki wielomianu 2% — 224 + 422 — 8.

(V3i+ 12 E—.1 —iV3)

4. Liczbe zespolona przedstawi¢ w postaci algebraicz-

nej.
Zestaw 40. odp. str. 89
1. Rozwiazaé réwnanie (z)* — iz = 0.

2. Narysowa¢ zbior {z € C : |iz — 2| < 6, argz < 7n/6} . Opisaé¢ brzeg zbioru.
3. Wyznaczyé pierwiastki wielomianu % + 23 + 222 + z + 1.

25
4. Liczbe zespolona (COS g —isin 3) przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j.



