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Wstep

Komplet podrecznikéw do Analizy matematycznej 1 skiada sie z trzech
czesci. Pierwsza z nich jest ksiazka ,,Analiza matematyczna 1. Definicje, twier-
dzenia, wzory”, druga — niniejszy zbiér zadan, a ostatnia — opracowanie ,Ana-
liza matematyczna 1. Kolokwia i egzaminy”. Ksiazki sg przeznaczone gtéwnie
dla studentéow politechnik. Moga z nich korzystaé¢ réwniez studenci wydziatéw
nauk $cistych i przyrodniczych uniwersytetéw, a takze uczelni ekonomicznych,
pedagogicznych, rolniczych oraz wojskowych.

Zbioér zawiera przykladowe zadania z rozwigzaniami przedstawionymi ,krok
po kroku”, przy czym rozwigzania poprzedzone sa krétkimi wprowadzeniami
teoretycznymi. Ponadto, umieszczono w nim podobne zadania przeznaczone
do samodzielnej pracy. Bezposrednio za zadaniami podano wskazowki do roz-
wigzan i odpowiedzi. Przyklady i zadania obejmuja rachunek rézniczkowy i
catkowy funkcji jednej zmiennej wraz z zastosowaniami. Obszerny materiat
teoretyczny, ktérego znajomosé jest potrzebna do rozwiazywania zadan, mozna
znalez¢ w pierwszej czesci zestawu. Zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze
i skierowane do ambitnych studentéw. Zadania ze sprawdzianéw przeprowa-
dzonych w poprzednich latach w Politechnice Wroctawskiej zawiera trzecia
czesé zestawu. Wiecej trudnych i nietypowych zadan Czytelnik znajdzie w
ksiazce ,Studencki konkurs matematyczny”.

Uzupelnieniem zestawu podrecznikéw do Analizy matematycznej 1 jest
ksiazka pt. , Przyklady i kontrprzykiady z analizy matematyczne;”. Publika-
cja ta, przeznaczona dla ambitnych studentéw, zawiera m.in. przyktady cia-
géw, funkcji, granic, szeregdéw, calek itp. o nieoczekiwanych wlasnosciach oraz
kontrprzyktady $wiadczace, ze nie mozna ostabié¢ zatozen klasycznych twier-
dzen analizy.

Do obecnego wydania dolaczono kilkanascie nowych przyktadéw, zadan
oraz ilustracji. Ponadto, poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o zbiorze.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Funkcje

1.1. Podstawowe okresélenia

PRZYKLAD 1.1. Wyznaczy¢ dziedziny naturalne funkcji:

() f@)= T ) gl) = VI6— 2k (c) h(x) !

24’ :log(2m2—x);

(@) ple) =log | ol (6) a(e) = if ropi—s: () () =t i~ (a+3)]

Rozwigzanie. Dziedzina naturalng funkcji okreslonej wzorem f(x) nazywamy zbidr
Dy liczb rzeczywistych z, dla ktérych mozna wyznaczyé f(x).

(a) Dziedzina funkcji f jest okreslona przez warunki x > 0 oraz 2% — 4 # 0.
Poniewaz 22 —4 # 0 <= 22 #4 <= (z # —2) A (z # 2). Zatem Dy = [0,00) \ {2} =
[0,2) U (2,00).

(b) Dziedzina funkcji g jest okreslona przez warunek 16 — z* > 0. Poniewaz

16 — 2t = (4—;102) (4—1—:102).

oraz 4 + 22 > 0 dla kazdego = € R, wiec nieréwnoéé 16 — z* > 0 jest réwnowazna
nieréwnosci 4 — 2% > 0, czyli 22 < 4. Zatem D, = [—2,2].

(c) Dziedzina funkcji h jest okreslona przez
warunki 22° — 2 > 0 oraz log (22° — z) # 0.
Pierwsza nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréw-
nosci 2z (x —1/2) > 0, ktérej rozwiazaniem
jest zbiér (—oo, 0)U(1/2, 00) (rysunek). Z kolei
drugi warunek mozna zapisa¢ w postaci

202 —x —1#£0 +—= 2(;10—1)(:10—1—%)750 = (z#1) A <x7$—%>.

Zatem
1 1 1

(d) Dziedzina funkcji p jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci | cos z| > 0, ktéra jest
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réwnowazna warunkowi cosz # 0. Zatem D, = R\ {n/2+nn: n € Z}.
(e) Warunki okreslajace dziedzine funkcji ¢ maja postaé

m}() oraz (z+1)(x —2) #0.

Sa one rownowazne warunkom
z(z+1)(x—2)>0 oraz z# -1, x#2
Rozwigzaniem pierwszego z nich jest zbiér [—1,0] U [2, 00) (rysunek).

Y
/\J /y:x(x-i—l)(a;—Q)
/—1 0 MQ T

Uwzgledniajac dwa pozostale warunki otrzymamy D, = (—1,0] U (2, 00).

(f) Funkcja tgu jest okreslona dla w # 7w/2 + kn (k € Z). Zatem funkcja r jest
okreslona dla 7 (z +1/2) # ©/2 + kr (k € Z). Stad otrzymamy = # k (k € Z).
Dziedzina funkcji r ma postaé¢ D, = R\ Z.

ZADANIE 1.1. Wyznaczy¢ dziedziny naturalne funkcji:

3 —
(@) F(@) = Vsin (0) g) = T (0 hla) = =
(@ plo) = logs 2 —le: (@ @) = om—i () 1) =
Odpowiedzi. | (a) Dy R\

= ...U[2m, -7 U[0,7n]U [2m, 37| U...; | (b) Dy =
{m+2kn: keZ}; | (c) D, = (—o0,1) U (1,00); | (d) Dp = (—2,2); | (e) D,
f) D

(—o0,—1)U(1,00); | ( r = (—00,2) U (2,00).
PRZYKLAD 1.2. Zbadaé, czy podane funkcje sa parzyste (nieparzyste):
() f() =[] (' +2);  (b) glx) = weosa:

() h(z) = — (d) p(z) = logy -2

3T — 3=’ 5+a
Rozwigzanie. Funkcja f : X —R jest parzysta (nieparzysta), jezeli dla kazdego x € X
takze —z € X oraz f(—z) = f(x) (f(—x) = —f(z)). Pierwszy z warunkéw oznacza,

ze zbiér X jest symetryczny wzgledem 0, a drugi, iz 0§ Oy (poczatek ukladu wspol-
rzednych) jest osiag (Srodkiem) symetrii wykresu funkcji f.
(a) Dziedzina funkcji f = |z| (x4 + 2) jest R, czyli zbiér symetryczny wzgledem 0.
Ponadto, dla kazdego x € R mamy
f(=z) = | —a| ((=2)' +2) = | = Llz| (-1)"z" +2) = J2[ (z' +2) = f(2).

To oznacza, ze funkcja f jest parzysta.
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(b) Dziedzina funkcji g(z) = xcosz jest R, czyli zbiér symetryczny wzgledem 0.
Ponadto, wobec faktu, iz funkcja cosz jest parzysta, mamy
g(—z) = (z) cos(—z) = —zcosz = —g(x).
Zatem funkcja g jest nieparzysta.

1
(c) Dziedzina funkcji h(z) = T——

0, ktéra jest rownowazna warunkowi 3% # 377, a dalej warunkowi « # 0. Zatem dzie-
dzing funkcji h jest zbiér (—oo,0) U (0, 00) — symetryczny wzgledem 0. Ponadto, dla
kazdego x z tego zbioru mamy

jest zbidr rozwigzan nieréwnosci 3* —37% #£

1 1 1
h — = = = — = —h .
( {E) 3—1 _ 3r _ (_3—z + 3r) 31 _ 3—1 (x)

To oznacza, ze funkcja h jest nieparzysta.

(d) Warunek okreslajacy dziedzine funkcji p(z) = log, ? _T_ 2 ma postaé
x
5—x

> 0.
5+x

Jest on réwnowazny nieréwnosci

(5—z)(b+x) >0,
rozwiazaniem ktérej jest zbiér (—5,5) — symetryczny wzgledem 0. Korzystajac ze
wzoru log, b° = clog, b, gdzie a,b >0, a # 1, c € R, dla « € (—5,5) mamy

5—(—x) S5+ 5—a\ " 5—ux
p(—z) = log, ST o) 9B25 0g2< x) 0gy ¢ = —p(@)

Zatem funkcja p jest nieparzysta.

ZADANIE 1.2. Zbada¢, czy podane funkcje sa parzyste (nieparzyste):

@ @0 =5 ) gle) = 5

(c) h(z)=2"+277 (d) ¢(z) = 2° ctg z.

Odpowiedzi. | (a), (¢) — parzysta; || (b), (d) — nieparzysta.

PRZYKLAD 1.3. Uzasadni¢, ze podane funkcje sg okresowe oraz znalezé
ich podstawowe okresy:

(a) f(z) = cos (x| m); (b) g(z) = /ctgx;
(¢) h(x) = sin 2z + 3 cos ;; (d) p(z) = sin® z.

Rozwigzanie. Funkcja f : X—R jest okresowa, jezeli istnieje liczba dodatnia T taka,
ze dla kazdego x € X takze x =T € X oraz f(z +T) = f(x). Liczbe T nazywamy
okresem funkcji f. Jezeli istnieje najmniejszy okres funkcji, to nazywamy go okresem
podstawowym.
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(a) Dziedzing funkcji f(x) = cos(|z] )

jest R. Niech x € [k, k + 1), gdzie k € Z, wtedy ¥ Y y=cos(|z])
|z] =k, a dalej

cos (|z] ) = coskm = (—=1). o — -
Zatem dla T' = 2 spelnione sa warunki okreso-
wosci badanej funkeji. Liczba T = 2 jest okre- ——o-1 e—o

sem podstawowym.

(b) Dziedzine funkcji g(x) = /ctg x okreslaja warunki x # kn(k € Z) oraz ctgx >
0. Zatem dziedzing funkcji g jest zbior

DQZ...U(—ﬂ',—g}U(O,g}U(7‘(,3;] U(Zﬂ',%]u...

Liczba dodatnia T jest okresem funkcji g, jezeli dla kazdego x € Dy, mamy

g(z +T) = etg(a +T) = \/ctgz = g(x).
Warunek ten jest réwnowazny warunkowi ctg(z+71") = ctg z, a dalej réwnosci +T =
x + km (k € Z). To oznacza, ze okresem funkcji g jest T = kr (k € N), a okresem
podstawowym 1" = 7. Latwo zauwazy¢, ze jezeli x € Dy, to réwniez x £ 7 € D,.

x

(¢) Dziedzing funkcji h(x) = sin 2z + 3 cos 3 jest R. Zauwazmy, ze funkcja sin 2x
ma okres podstawowy Ty = =, a funkcja cos r Ty = 47 = 4T). Zatem T = 47 jest
okresem podstawowym funkcji h.

(d) Dziedzing funkcji k(z) = sin? z jest R. Liczba dodatnia T jest okresem funkcji
k, jezeli dla kazdego x € R mamy

k(x +T) = sin?(x + T) = sin? 2 = k(z).
Warunek ten jest réwnowazny warunkom
sin(z+7T) =sinz lub sin(z+7)= —sinz.
7 pierwszej réwnosci mamy
r+T=x+2knr lub z+T=n—2+2kr (keZ),
a drugiej
r+T=—-x4+2lr lub z+T=n+z+2n (I €Z).

Wyznaczajac stad 7' mamy kolejno T' = 2kn, T = —2z + (2k + 1)w (k € N) oraz
T =—-2x+2nr, T=(2l+1)r (I €N). Zatem kazda liczba postaci T' = 2kn (k € N)
oraz T = (2l + 1)7 (I € N) jest okresem badanej funkcji. Stad T = 7 jest okresem
podstawowym.

ZADANIE 1.3. Uzasadnié, ze podane funkcje sa okresowe oraz znalezé ich
podstawowe okresy:

(2) f(z) = cos® 2u; (b) g(x)
(¢) h(x) = 1+ sin 3x cos x; () p(z) = (—1)L3=),

tg mx;

Odpowiedzi.  (a) T=m; (b)) T=1; (¢)T=2m (d)T=-.
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1.2. Funkcje monotoniczne

PRZYKLAD 1.4. Korzystajac z definicji uzasadnié¢, ze podane funkcje sa
monotoniczne na wskazanych zbiorach:

() f@) = £ -3 R; (b) g(a) = V=2 z, (~o0,~2];
(©) glz) = a* + 22+ 1, (—00,0;  (d) r(z) =z + % 2, 00).

Rozwigzanie. Funkcja f jest rosnaca (niemalejaca) na zbiorze A C Dy, jezeli dla do-
wolnych punktéw z1, xo z tego zbioru z warunku x; < xo wynika nieréwnosé

(@) < fze) (f(z1) < f(22)).

Podobnie okresla sie funkcje malejaca oraz nierosnaca. Funkcja jest monotoniczna na
zbiorze, gdy jest rosnaca, niemalejaca, malejaca lub nierosnaca na tym zbiorze.

(a) Pokazemy, ze funkcja f(x) = x/5 — 3 jest rosnaca na R. Niech x1,z2 beda
dowolnymi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi nieréwnosé x; < xo. Wtedy

Z2 Z1 T2 — 1
o= (2 -9) - (3 -5) - 25
flae) = f () = (5 - -
Poniewaz licznik otrzymanego wyrazenia jest dodatni, wiec f (z2) — f(x1) > 0. To
oznacza, ze funkcja f jest rosnaca.
(b) Pokazemy, ze funkcja g(z) = v/ —2 — z jest malejaca na przedziale (—oo, —2].

Niech z1,x2 beda dowolnymi liczbami spelniajacymi nieréwno$é¢ z; < xo < —2.
Wtedy

g(x2) —g(x1) = V-2—22 —V-2—11

(V=2—z2—v-2-m1) (V-2—22+ V-2 —11)
V=2—-z3++/-2—11

(=2—@2) —(=2—m1) _ — (x2 — 1)

V=2—z+vV2—11 V2-m+V-2-z1

Poniewaz licznik otrzymanego wyrazenia jest ujemny a mianownik dodatni, wiec

g (z2) — g (z1) < 0. To oznacza, ze funkcja g jest malejaca na przedziale (—oo, —2].

(c) Pokazemy, ze funkcja q(z) = 2* 4+ 2% 4 1 jest malejaca na przedziale (—oo, 0].
Niech z1, 22 € (—00,0] oraz x1 < x2. Wtedy
q(x2) —q(z1) = (23 — a1) + (23 — )
= (22— @1) (w2 + 1) (25 + 27) + (22 — 1) (22 + 21)
= (xg — 1) (2 + 1) (a:% + 22+ 1).
Poniewaz dla dowolnych x1, 2 € (—00,0) czynniki pierwszy i trzeci sa dodatnie, a

drugi ujemny, wiec g (z2) — ¢(x1) < 0. To oznacza, ze funkcja ¢ jest malejaca na
rozwazanym przedziale.

(d) Pokazemy, ze funkcja r(z) = x + 4/x jest rosnaca na przedziale [2, c0). Niech
1, 2 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek 2 < z; < .
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Wtedy

o= (us2)- (o)

4z — _ —4
~ (w2 — ) + (w1 — @) _ (22 —21) (21202 — 4)
12 T1X9

Poniewaz o > 1 oraz z1xo > 22 = 4, wiec 29 — 1 > 0 oraz z129 — 4 > 0. Zatem
r(x2) — 7 (x1) > 0. To oznacza, ze funkcja r jest rosnaca na przedziale [2, 00).

ZADANIE 1.4. Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sg
monotoniczne na wskazanych zbiorach:

(a) f(x) =—4z+5 R (b) g(x) = ¥z, R;

(€) hlx) = g, (~00,0%  (d) pla)

1

=g Lok
(¢) a(w) = dr—a?, [2,00); (1) r(w) =2+ o5, [1,00).
1.3. Ztozenia funkcji

PRZYKLAD 1.5. Napisa¢ wzory funkcji ztozonych fo f, fog, gof,gog
oraz okresli¢ ich dziedziny naturalne:

(a) f(z) =2, g(z)=2" (b) f(x) =2+cosz, g(x)=;
(c) f(z) = o g(w) = ot (d) f(z) = -z, g(x)=logu.

Rozwigzanie. ZloZeniem funkcji f i ¢ nazywamy funkcje g o f okre$long wzorem

(9o f)x)=g(f (x)).
Gdy znamy tylko wzory okreslajace funkcje f i g, to za dziedzine naturalna zlozenia
g o f przyjmujemy zbioér {x € Dy : f(x) € Dy} . Mamy kolejno:

(2) (fol)@)=f(f(2) =] (%) = (%) =a*, Dyoy=F;
(fog)(@) = f(g(x) = f(2°) = (2°)? = 2%, Dyoy =R;
(g0 @) =g(f(@) =g (2?) =20") =27, Dyoy = R;
(gog)(x) =g(g(x)) =g(2") =237 =22, Dyoy =R.

(b) (fof)(@) = f(f(x) = f(2+cosz) =2+ cos(2 + cosa), Dyos = K;
(fog)(@) = f(9(a) = [ (VE) =2+ cos\/T, Dioq = [0, 00);
(90 f)(@) = g(f(2) = g(2+cosz) = VT F o5z, Dyos = s
(gog)(x) =g(g(x)) = g(Va) =/ V& =z, Dgog=0,00).
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© (FoN@=1Ua)=f(3)=T=2 Drs=R\{)

(Fon)e) = Flae) =1 (55) =T = Dreo =R\ {0}
(9o D)) =g (@) = 3 ) = (?) | Dy =R\ (0};
0o =9(s@) =g (1) = -3 =o' Dy =R\ {0).

(=)

(d) (fof)@)=f(f(x)=f(-2)=—(-2) =2, Djoy=R;
(fog)(x) = f(g9(x)) = f(logz) = — (logz) = —logz, Dyoq = (0,00);
(go f)(x) =g(f(x)) =g(~x)=log(~x), Doy = (-00,0);
(gog)(x) =g(g(x)) = g(logz) =log(logz), Dgog= (1,00).

ZADANIE 1.5. Napisa¢ wzory funkcji ztozonych fo f, fog, gof,gog
oraz okresli¢ ich dziedziny naturalne:

() f) ==, gl =% (b) () =logyw, glx) =27
(C) f(x) = \/Ev g(:z:) = 354; (d) f(ac) =sinz, g(aj) = %
Odpowiedzi. = (a) (fo f)(z) = x dlaz #0, (fog)(z)=1/2* dlax #0, (go f)(z) =
1/2? dlaz #0, (gog)(x) =2* dlaxz € R; | (b) (fo f)(x) = log, (logzizc) dla z > 1,
(fog)z) =z dlaz € R, (gof)(z) =z dlaxz >0, (gog)(x) =22 daz € R;

(©) (f o f><>=¢\7 Vedlaz >0, (fog)e) = Val = a? daz € R,
(go fz) = ( dlax/O(gog)():(x4)4:x16d1ax€R; (d)

) z?
(fo f)()—Sl(n Ydlaz € R, (fog)(x) =sin(l/z) dlax #0, (go f)(z) =1/sinzx
dlaz #kr (k€Z), (gog)(x)=axdlaz#0.

1.4. Funkcje odwrotne

PRZYKLAD 1.6. Uzasadni¢ z definicji, ze podane funkcje sg réznowarto-
$ciowe na wskazanych zbiorach:

(a) fl@) =a? (—o0,0l (b) gla) =a® R; (0)hx) =" 2

, R\ {0}.

Rozwigzanie. Funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze A C Dy, gdy dla dowolnych
punktéw x1, z2 z tego zbioru z warunku 1 # xo wynika, ze f (z1) # f (z2). Jednak
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przy badaniu réznowarto$ciowosci funkcji wygodnie jest korzystaé¢ z réwnowaznej de-
finicji: funkcja f jest réznowartoSciowa na zbiorze A, jezeli dla dowolnych z;, z2 z
warunku f (z1) = f (z2) wynika, ze z1 = x5.

(a) Mamy pokazaé, ze dla dowolnych x1, x2 < 0 z warunku 23 = 3 wynika, iz

x1 = x3. Niech liczby z1, 22 < 0 beda dowolne. Wtedy
i =12k = 2} — 23 =0+ (z1 —22) (21 +12) = 0.

Zatem x1 — x2 = 0 lub 1 + x5 = 0. Z pierwszej rownosci wynika, ze x1 = x2. Z kolei
z drugiej réwnosci, w polaczeniu z warunkiem z;, o < 0, wynika, ze 1 = 9 = 0.
Zatem w obu przypadkach z; = z5. To oznacza, ze funkcja f(z) = 2% jest réznowar-
tosciowa na przedziale (—oo, 0].

(b) Mamy pokazaé, ze dla dowolnych x1, x2 € R z warunku % = 3 wynika, iz
x1 = x3. Niech z1, 2 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Wtedy

2} =23 <= 2 — 23 =0 <= (21 — 22) (2] + 2122 + 23) = 0.

Zatem x1 — xo = 0 lub x% + x120 + a:% = 0. Z pierwszej rownosci wynika, ze 1 = xs.
Druga réwnos¢ mozna przeksztatci¢ do postaci

2
22\ 2 V3 _
(x1+ 2) +< 5 !Eg) =0.
Poniewaz oba skladniki w réwnoéci sa nieujemne, wiec ich suma moze by¢ réwna 0
tylko wtedy, gdy x1 + (x2/2) = 0 oraz V/3x2/2 = 0, czyli gdy z; = 0 oraz x5 = 0.

W obu przypadkach otrzymaliémy z; = 2o, zatem funkcja g(x) = 2® jest réznowar-
tosciowa na R.

(¢) Mamy pokazaé, ze dla dowolnych 1, z2 # 0z warunku (z142)/x1 = (£2+2)/x2
wynika, iz 21 = x5. Niech liczby x1, 29 # 0 beda dowolne. Wtedy
r1+2 X9+ 2

— (xl +2)x2 = (xg —|—2)x1 < 201 = 229 < 11 = X2.
Ty T2

Zatem funkcja h(x) = (x + 2)/x jest réznowartosciowa na R\ {0} .

ZADANIE 1.6. Uzasadnié¢ z definicji, ze podane funkcje sa réznowarto-
Sciowe na wskazanych zbiorach:

() F@)= 1 RA{0)  (b) gla) =, [0,00);
(€) h(r) = VT~ 3, [0.00);  (d) p(e) =~ v, [1/400).

PRZYKLAD 1.7. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne do funkcji:

(a) f(z) =1-vVz—4; (b) g(z) =2—logsx;

(©) hz) = o () pla) = alal.

Rozwigzanie. Niech funkcja f : X —= Y bedzie réznowartoéciowa. Funkcja odwrotna
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do f nazywamy funkcje f~!:Y — X okreélong warunkiem:

i) =2 =y = fla),

gdzie x € X oraz y € Y. Funkcja Scisle monotoniczna ma funkcje odwrotna, gdyz
jest réznowartosciowa. Aby uzyskaé¢ wzor okreslajacy funkcje odwrotna do funkcji f
rozwiazujemy (jezeli jest to mozliwe) réwnanie y = f(z) wzgledem x. Wéwczas mamy

r=f""(y)

(a) Dziedzina funkcji y = f(z) = 1 — Vo — 4 jest przedzial [4,0), a zbiorem
warto$ci przedzial (—oo, 1]. Funkecja odwrotna do f istnieje, bo funkcja jest malejgca.
Z réwnoéci y = 1 — v — 4 wynika, ze x = (y — 1)? + 4. Zatem

fNy)=(y—1)>+4, gdzey e (—o0,1].

(b) Dziedzing funkcji y = g(x) = 2—logs x jest przedzial (0, 00), a zbiorem wartoéci
R. Funkcja odwrotna do g istnieje, bo funkcja jest malejaca. Z réwnoéci y = 2 —logy «
mamy = = 527Y. Stad
g Yy)=5%"Y, gdzez€R.

(c) Dziedzina funkcji y = h(z) = 1/ (2% + 4) jest R, a zbiorem wartosci przedzial
(0,1/4). Funkcja odwrotna h~1! istnieje, gdyz funkcja h jest malejaca. Z réwnosci
y=1/(2% +4) mamy = = log, (1/y —4). Stad

1 1
hil(y) = log, <§ — 4) , gdziey € <0, Z) )

(d) Dziedzina funkcji y = p(z) = z|z| jest R, a zbiorem wartosci réwniez R. Funk-
1

cja p~ " istnieje, bo funkcja
—z2 dla z < 0,
y=plw) :{ 2?2 dla z > 0,
jest rosnaca. Osobno z kazdej réwnoéci: y = —2? (x < 0) i y = 22 (z > 0) wyzna-

czymy z. Otrzymamy x = —,/—y i odpowiednio x = ,/y. Stad

4 —/—y dla y <0,
P (y) =
VY dla y > 0.

ZADANIE 1.7. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne do funkcji:

(a) fl2) = 2, (b) g(x) = 2° + V3,

oz +5
(c) h(x) =4 —logy(z + 1); ) p(z) =3 — Vz 1 2;
(e) q(z) = ﬁ x < 0; (F) r(z) = 27 — 277
(") s(x) =z + |z]; (h) t(z) =22 — |z|.

Odpowiedzi. | (a) f~'(y) = 5y/B—y), y #3; [ (b) g '(y) = Vy—V3, y € R;
h My =2""Y-LyeR [ (d)p ' ¥)=06B-y’-2,yeR | (e) ¢ '(y) =
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—V1/y—1,y € (0,1]; | (f*) r~'(y) = log, (y + VY + 4) —-lLyekR;

y+1dla—2<y<—1,

) s =4 v da  0<y<l, <h>t1<y>={
y—1 dla 2<y <3

y/3 dla y <0,
y dla y > 0.

1.5. Funkcje elementarne i inne

PRZYKLAD 1.8. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:
(a) f(z) =sin(arcsinz); (b) g(z) = arcsin(sin x).
Rozwiazanie.
(a) Dziedzina funkcji f(x) = sin(arcsinz)
jest przedzial [—1,1]. Dla x € [—1, 1] mamy
f(z) = sin(arcsinz) = z.

Réwnosé ta wynika bezposrednio z definicji
funkcji odwrotnej. Wykres funkcji f przedsta-
wiono na rysunku.

(b) Dziedzina funkeji g(x) = arcsin(sinz) jest R. Funkcja ta jest okresowa i ma
okres T' = 27. Wykres funkcji g wystarczy sporzadzi¢ np. na przedziale [—7/2,37/2].
Dla z € [—7/2,7/2] mamy g(x) = z. Réwnosé ta wynika bezposrednio z definicji
funkcji odwrotnej. Dla x € (7/2,37/2] mamy x = 7w + u, gdzie u € (—7/2,7/2]. Stad

g(x) = arcsin(sinz) = arcsin [sin(m + u)] = arcsin(— sinu)

= —arcsin(sinu) = —u =71 — .
Na przedziale [—7/2, 37 /2] funkcja g jest okreslona wzorem:

K dla z € [-7/2,7/2],
g(x) = m—adaze (7/2,37/2].

Korzystajac teraz z okresowosci funkcji g mozemy sporzadzi¢ jej wykres na R.

[SE]

y=arcsin(sin x)
5w
2 37

|
o
m|4
>
|
(ME]
el

—2m 3 7' 37 2m
2 2

ZADANIE 1.8. Naszkicowaé wykresy funkcji:
(a) f(z) = arctg(tga); (b) g(z) = tg(arctgz); (c) h(z) = ctg (arctgz).
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(C) y‘ @arctga:)—%
PRZYKtAD 1.9.

(a) Na parterze wielopietrowego budynku z winda jest m mieszkan, a na kaz-
dym pietrze jest po r mieszkan. Znalez¢ funkcje okreslajaca numer przycisku
w windzie, ktéry trzeba nacisnaé, aby dojecha¢ do pietra z mieszkaniem o nu-
merze n. Narysowaé¢ wykres tej funkcji dla m = 4 oraz r = 3.

Odpowiedzi.
(a> Y4 y=arctg(tgz) (b) Y

A
/ T

| B
i [NE
|
Wl
“\”'”

y=tg(arctg z)=z

(b) Podaé¢ wzor okreslajacy ilos¢ cyfr liczby naturalnej n w jej zapisie dwodj-
kowym.

(c) Za wezwanie taxi pasazer placi 6 zl, a za kazde przejechane 500 m trasy 3
zt. Znalez¢ funkcje wskazujaca optate za przejazd takséowks x metréw.

Rozwiazanie.
(a) Funkcja p wskazujaca numer pietra, na ktérym jest mieszkanie o numerze n,
ma postaé
0 dla 1<n<m,

p(n) = V—TTHJ +1 dla n>m,

gdzie |u| oznacza czesé catkowita liczby u. Dla danych z zadania funkcja ta ma postaé
0 dla 1< n <4,
= - 5
p(n) VTJ+1 dan>a  (MEN
Wykres funkcji p przedstawiono na rysunku.

P
3 e p=p(n)

(b) Niech k oznacza ilo$é cyfr liczby naturalnej n w ukladzie dwéjkowym. Wtedy
2kt << 2M,
Stad k — 1 <logyn < k. Zatem k = |logyn] + 1.

(¢) Najpierw okreslimy liczbe¢ odcinkéw 500 m na trasie dtugosci  metréw. Pelnych
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odcinkdéw jest |2/500] . Po uwzglednieniu kwoty 6 zt za wezwanie taxi otrzymamy, ze
oplata za przejazd x metréw wyniesie 6 + 3 |/500] zlotych.

ZADANIE 1.9. (a) Znalezé wzoér na zaokraglanie liczb dodatnich do naj-
blizszych calkowitych (np. 1.02 ~ 1, 4.5 ~ 5, 7.83 ~ 8, 0.29 ~ 0).
(b) Nowy Rok wypadl w poniedziatek. Znalezé wzor wskazujacy, ktory dzien
tygodnia wypada n—tego dnia tego roku.

(c) Bankomat wyptaca pieniadze w banknotach o nominatach 200, 100, 50, 20
oraz 10 zl, przy czym zawsze wydaje minimalng liczbe banknotow. Znalezé
wzory okreslajace liczbe banknotéw o nominatach 200 i 100 zt w zaleznoéci od
wyplacanej kwoty.

(d) W zegarku elektronicznym impuls jest generowany co sekunde. Korzystajac
z funkcji czedé catkowita zapisaé¢ aktualny czas w postaci gg : mm : ss w zalez-
nosci od liczby x impulséw. Rozwazyé dwie mozliwosci (i) 00 < gg < 23 oraz
(ii) 00 < gg < 12. Przyjaé, ze generowanie impulséw rozpoczeto o pdéinocy.
(e) Znalezé wzér okreslajacy przedostatnia cyfre w zapisie dziesietnym liczby
naturalnej n > 10.

(f) Drukarka drukuje jednostronnie na jednej kartce 4 strony tekstu. Ile kartek
nalezy przygotowaé, aby wydrukowaé¢ n stron tekstu?

Odpowiedzi. | (a) |z +1/2];] (b) n—T7|(n —1)/7], 1 oznacza, ze jest to poniedzialek,
— 200 |z/200

2 - wtorek, ..., 7 - niedziela; || (c) bago = |£/200], bigo = {#J, gdzie

jest wybierana kwota;

ss =z — |x/60] - 60, ss =z — |x/60] - 60
(@) (1) { mm = |z/60] — [x/3600] - 60, (i) { mm = |2/60] — |x/3600] - 60,
g9 = |x/3600] — |2/86400] - 24; g9 = |2/3600] — | x/43200] - 12;

| L sy,

(e) e(n) = |n/10] — 10 {



