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Wstep

Ksiagzka jest pierwsza czescia zestawu podrecznikéw do Analizy matema-
tycznej 1. Pozostalymi czesciami sg zbiory zadan ,Analiza matematyczna 1.
Przyktady i zadania” oraz ,Analiza matematyczna 1. Kolokwia i egzaminy”.
Podreczniki te sa przeznaczone gtéwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich
korzysta¢ takze studenci wydzialéw nauk Scistych i przyrodniczych uniwersy-
tetow oraz uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych i wojskowych.

Opracowanie zawiera definicje, twierdzenia i wzory z rachunku réznicz-
kowego oraz catkowego funkcji jednej zmiennej wraz z zastosowaniami. Naj-
wazniejsze twierdzenia podane sa wraz z dowodami. Wszystkie zagadnienia
teoretyczne zakonczono ¢wiczeniami, przy czym poczatkowe z nich sa z reguly
najprostsze. Ksigzka jest bogato ilustrowana (zawiera ponad 300 rysunkéw).
Fragmenty materialu oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza ak-
tualny program przedmiotu. Tak samo oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Do-
datkowy material oraz trudniejsze ¢wiczenia dotaczono z myéla o studentach,
ktorzy chca rozszerzy¢ swoja wiedze z analizy matematycznej. Studentéw zain-
teresowanych rozwiazywaniem trudnych i nietypowych zadan z analizy zache-
camy do zapoznania sie z ksiazka , Studencki konkurs matematyczny. Zadania
z Tozwigzaniami’”.

Roéwnolegle do materiatu omawianego na wyktadzie studenci powinni prze-
rabia¢ samodzielnie i na ¢wiczeniach odpowiednio dobrane zadania. Takie za-
dania wraz z metodami ich rozwiazywania mozna znalezé w zbiorze zadan
SAnaliza matematyczna 1. Przykltady i zadania”.

Cwiczenia z tego podrecznika oraz przyklady i zadania z drugiej czesci
zestawu sg podobnych typéw i maja ten sam stopien trudnosci jak zadania,
ktore zwykle pojawiaja na sprawdzianach i egzaminach. Zadania, ktére w po-
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przednich latach studenci Politechniki Wroctawskiej rozwiazywali na spraw-
dzianach, sa umieszczone w trzeciej czesci podrecznika.

Uzupelnieniem zestawu podrecznikéw do Analizy matematycznej 1 jest
ksiazka pt. ,, Przykiady © kontrprzyklady z analizy matematycznej”. Publikacja
ta zawiera m.in. przyktady funkcji i ciagéw o nieoczekiwanych witasnosciach
oraz kontrprzyktady $wiadczace, ze nie mozna ostabi¢ zalozen klasycznych
twierdzen.

Do tego wydania ksiazki dodano kilka nowych éwiczen oraz kilkanascie no-
wych rysunkow.

Serdecznie dziekujemy Pani dr Teresie Jurlewicz za przygotowanie odpo-
wiedzi do ¢éwiczen z wezesniejszych wydan. Szczegblne podziekowania skta-
damy Pani dr Jolancie Sulkowskiej oraz Panom dr. Maciejowi Burneckiemu, dr.
Krzysztofowi Michalikowi, prof. dr. hab. Januszowi Mierczynskiemu, prof. dr.
hab. Krzysztofowi Stempakowi za liczne spostrzezenia, ktore pozwalaty ulep-
szaé¢ kolejne wydania. Dziekujemy takze Kolezankom i Kolegom z Wydziatu
Matematyki Politechniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za wskazanie
btedéw w poprzednich wydaniach. Dziekujemy réwniez Kolezankom i Kolegom
z innych uczelni za komentarze dotyczace zakresu i sposobu ujecia materiatu.
Uprzejmie prosimy wyktadowcdéw i studentéw o przesylanie uwag o podrecz-
niku oraz informacji o dostrzezonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Zbiory i funkcje liczbowe

Na poczatku rozdziatu definiujemy zbiory ograniczone na prostej oraz ich
kresy. Nastepnie wprowadzamy funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej oraz
zwigzane z tym pojecia: argument i wartosé¢ funkcji, dziedzina i dziedzina na-
turalna funkcji, wykres oraz zbiér wartosci. Ponadto, omawiamy rézne rodzaje
funkcji (parzyste, nieparzyste, okresowe, ,na”, ograniczone, monotoniczne). W
kolejnej czesci rozdziatu definiujemy ztozenie funkcji, funkcje réznowartosciows,
oraz funkcje odwrotna. Nastepnie wprowadzamy funkcje cyklometryczne, czyli
funkcje odwrotne do trygonometrycznych. W dalszej czedci podajemy okresle-
nia podstawowych funkcji elementarnych i omawiamy ich najwazniejsze wta-
snoéci. Na koncu rozdziatu prezentujemy funkcje nieelementarne: signum, cze$é
catkowita, cze$¢ utamkowa, funkcja Dirichleta.

1.1. Zbiory ograniczone i kresy

W podreczniku bedziemy stosowali nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych:
N={1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,
Z ={0,£1,42,...} — zbidr liczb caltkowitych,

Q= {Q pEZ,q€ N} — zbiér liczb wymiernych,
q

R — zbiér liczb rzeczywistych.

Z

Rys. 1.1. Relacje NCZ CQCR
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Cwiczenie 1.1. Uzasadni¢, ze podane liczby sa niewymierne:

(a) VBi (b)) logy 3 (¢) cos o5 (d) V2 V35 (%) tgl”.

Cwiczenie 1.2. Udowodnié, ze miedzy liczbami wymiernymi wy, wy (w; < ws)
lezy liczba:
(a) wymierna; (b) niewymierna.

Definicja 1.3. (zbiory ograniczone)
o Moéwimy, ze zbior X C R jest ograniczony z dolu, jezeli istnieje liczba rze-

czywista m taka, iz nieréwno$¢ m < x jest prawdziwa dla kazdego z € X.
Liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru X.

® Podobnie méwimy, ze zbior X C R jest ograniczony z gory, jezeli istnieje
liczba rzeczywista M taka, iz nieréwnosé¢ z < M jest prawdziwa dla kazdego
x € X. Liczbe M nazywamy ograniczeniem goérnym zbioru X.

e 7 kolei méwimy, ze zbior X C R jest ograniczony, gdy jest ograniczony z
dotu i z gbry. Zbioér, ktory nie jest ograniczony, nazywamy nieograniczonym.

Cwiczenie 1.4. Zbadaé, czy zbiér X jest ograniczony z dohu, z gory, ograniczony:
(a) X ={2,4,6,...}; (b) X = (—00,0];

(C)X:{g:p,qENorazp<q}; (d)X:{xER:x2+x—2>O}.

Definicja 1.5. (kresy zbiorow)

® Niech zbiér X C R bedzie ograniczony z dotu. Najwiecksza liczbe ograni-
czajaca zbiér X z dotu nazywamy jego kresem dolnym i oznaczamy symbolem
inf X. Jezeli X nie jest ograniczony z dotu, to przyjmujemy inf X = —ooc.

® Niech zbiér X C R bedzie ograniczony z goéry. Najmniejsza liczbe ograni-
czajaca zbior X z gory nazywamy jego kresem gornym i oznaczamy symbolem
sup X. Jezeli X nie jest ograniczony z gory, to przyjmujemy sup X = oo.
Uwaga. Kazdy niepusty zbiér ograniczony z dotu ma kres dolny, a zbior ogra-
niczony z goéry — kres gorny. Fakt ten nazywamy aksjomatem cigglosci.

Cwiczenie 1.6. Znalez¢ kresy dolne i gérne zbioréw:

() X = (-v2,V5]; (b) X ={(=3)": n €N}

(-1
n

() X = {~1} U (0, 00): (d)X_{1+ : neN}.

Cwiczenie 1.7. (a) Niech L oznacza zbiér obwodéw wielokatéw wypuktych wpi-
sanych w okrag o promieniu 1. Wyznaczy¢ inf L oraz sup L.
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(b) Niech V' oznacza zbiér utamkéw dziesietnych postaci 0,cjcacs ... takich,
ze ¢, # 9 dla kazdego n € N. Wyznaczy¢ inf V oraz sup V.

1.2. Funkcje — podstawowe okreslenia

Definicja 1.8. (funkcja, dziedzina, przeciwdziedzina)

Funkcjg okreslona na zbiorze X C R i przyjmujaca wartosci ze zbioru Y C R
nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X tylko jednego ele-
mentu y € Y. Elementy zbioru X nazywamy argumentamsi funkcji. Element
y € Y odpowiadajacy argumentowi x € X nazywamy wartoscig funkcji f w
punkcie x i oznaczamy przez f(x). Zbiér X nazywamy dziedzing, a Y — prze-
ciwdziedzing funkcji. Funkcje oznaczamy literami f, g, h itp. Wtedy piszemy
f: X—Y izbiér X z reguly oznaczamy symbolem Dy.

Rys. 1.2. Funkcja f: X—Y

Zbiér wszystkich elementéw f(x) dla @ € Dy nazywamy zbiorem wartosci
funkcji f i oznaczamy przez W;. Oczywiscie Wy C Y. Jezeli dany jest tylko
wzor, ktory ma okresla¢ funkcje, to zbiér tych elementéw z R, dla ktérych ma
on sens, nazywamy dziedzing naturalng funkcji.

Cwiczenie 1.9. Wyrazié:

(a) objetosé V szescianu jako funkcje jego pola powierzchni P;

(b) pole P kota jako funkcje jego obwodu O.

Cwiczenie 1.10. Dla podanych funkeji obliczyé wskazane wartosci:
(a) fx) =a®+ 20— 1, f(-1), f(2a), flz+1);
(b) f(z) = V22 +1, f(15), f(058%), f(z—05);

1
dla x <0, 1
() fla) =4 * 71 F=1), £ f£(5).
xil dla z >0, (2)

Cwiczenie 1.11. Okregli¢ dziedziny naturalne funkcji:
(8) f@) = Va2 =2 =2 (b) f() = Voimms (o) fl2) = Vo F Ve — 2
1 1

@ 1@) = gmgs (@) J@) =etglra) (1) @) = gy
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Cwiczenie 1.12. Wyznaczy¢ zbiory wartosci funkcji:

(a) f(z)=1—2% (b) f(z) =2 (c) f(z) =5 —sinz.

Definicja 1.13. (wykres funkcji)

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiér wszystkich punktéw (z, f(z))
plaszczyzny R?, gdy = € X, czyli {(:c,y) eR’:zeX, y= f(:c)} .

Yy Yy r
ety |1
z, f(z
Flay— —
| X
x x x
Rys. 1.3. Wykres funkcji Rys. 1.4. Zbiér T nie jest wykresem

funkcji postaci y = f(x)

Uwaga. Podzbior I' ptaszczyzny xOy jest wykresem pewnej funkcji zmiennej
z, gdy kazda prosta pionowa przecina go co najwyzej w jednym punkcie. Rzut
prostokatny wykresu funkcji na o§ Ox jest dziedzing tej funkcji, a rzut na o$
Oy jest zbiorem jej wartosci.

Y | yl
=t
L T W =f
| oy T \ | fr=Iw
| -
Rys. 1.5. Dziedzina funkcji Rys. 1.6. Zbiér wartosci funkcji
Cwiczenie 1.14. Narysowaé¢ wykresy funkcji:
1
(a) f(z) =22-1; (b) f(z)=2"—-4; (o) f@)=——3 (@) f(@) = Va.

Definicja 1.15. (funkcja ,na”)

Méwimy, ze funkcja f odwzorowuje zbiér X ,na” zbiér Y, co notujemy f: X —= Y,
jezeli Wy =Y. Tzn., gdy dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze y = f(x).
Geometrycznie: funkcja f : X—Y jest ,na”, gdy rzut prostokatny jej wykresu
na o$ Oy pokrywa sie ze zbiorem Y.
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(a) Y (b) Y

wy=y| /e
WfCY

Rys. 1.7. Funkcja f: R— R (a) jest ,na”, (b) nie jest ,,na”

Cwiczenie 1.16. Zbadaé, czy funkcje f : X —Y sa ,na”:

(a) f(z) = 2%, X =R, Y =[0,00); (b) f(z) =sinz, X =[0,21), Y = [-1,1];
1

() flx)=2" X =R, Y =1[0,00); (d) f(z) = :c—l—;, X =(0,00), Y = [2,00).

Definicja 1.17. (funkcja okresowa)

Méwimy, ze funkcja f : X — R jest okresowa, jezeli istnieje liczba dodatnia
T taka, ze dla kazdego x € X takze x £ T € X oraz f(z+T) = f(x). Liczbe
T nazywamy okresem funkcji f. Jezeli istnieje najmniejszy okres funkcji, to
nazywamy go okresem podstawowym. Obrazowo: funkcja jest okresowa, gdy jej
wykres po przesunieciu o wektor (£77,0) nalozy sie na siebie.

vy

y = f(z)

\/;T v \/f VéT vsT z

Rys. 1.8. Wykres funkcji okresowej

Cwiczenie 1.18. Uzasadni¢, ze podane funkcje sa okresowe oraz znalezé¢ ich
okresy podstawowe:

(a) f(x) = cos3z; (b) f(x) = [sin 2x|;
(c) f(k) = (—1)¥, gdzie k € Z; @) f@) = {Jte 5.

Definicja 1.19. (funkcje parzysta i nieparzysta)

e Moéwimy, ze funkcja f : X — R jest parzysta, jezeli dla kazdego x € X
takze —x € X oraz f(—z) = f(z). Obrazowo: funkcja jest parzysta, gdy o$
Oy jest osig symetrii jej wykresu.
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¢ Podobnie méwimy, ze funkcja f : X — R jest nieparzysta, jezeli dla kazdego
x € X takze —x € X oraz f(—z) = — f(x). Obrazowo: funkcja jest nieparzysta,
gdy poczatek uktadu wspéirzednych jest érodkiem symetrii jej wykresu.

(b) Y
y = f(z)
fa) 2 ‘
N i
1 vt
e f(—x) = —f(z)

Rys. 1.9. Wykres funkcji (a) parzystej, (b) nieparzystej

Cwiczenie 1.20. Zbadaé parzystosé funkcji:
. sin x B

(@¢ﬂx):!$nwh(W‘ﬂw):—z;ﬁ(d‘ﬂw):3x—3‘ﬂ(d)ftw::w4—&ﬁ;

2422 _
(@) J) =155 (0) f@) =18 55 () fla) =27 +27% (b) f(w) = ala].
Cwiczenie* 1.21. Pokaza¢, ze kazda funkcja, o symetrycznej wzgledem zera
dziedzinie, jest suma funkcji parzystej i nieparzystej. Uzasadnié, ze przedsta-
wienie to jest jednoznaczne.

Definicja 1.22. (funkcje ograniczone)

* Moéwimy, ze funkcja f jest ograniczona z dofu na zbiorze D C Dy, jezeli
istnieje liczba m taka, ze nier6wno$é f(x) > m jest prawdziwa dla kazdego
x € D. Obrazowo: funkcja jest ograniczona z dotu, gdy jej wykres lezy nad
pewna prosta pozioma.

* Podobnie méwimy, ze funkcja f jest ograniczona z géry na zbiorze D C Dy,
jezeli istnieje liczba M taka, ze nieréwno$¢ f(x) < M jest prawdziwa dla
kazdego z € D. Obrazowo: funkcja jest ograniczona z gory, gdy jej wykres
lezy pod pewna prosta pozioma.

(a) y (b) Y

y=f() y = f(z)
= / \\\m

Rys. 1.10. Wykres funkcji ograniczonej (a) z dotu, (b) z géry
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® 7 kolei méwimy, ze funkcja f jest ograniczona na zbiorze D C Dy, jezeli jest
ograniczona z dotu i z géry na tym zbiorze. Obrazowo: funkcja jest ograniczona,
gdy jej wykres jest potozony miedzy dwiema prostymi poziomymi. Funkcje,
ktéra nie jest ograniczona, nazywamy nieograniczong.

(a) Y (b) Y y= f(z)
M
A

Rys. 1.11. Wykres funkcji (a) ograniczonej, (b) nieograniczonej

Cwiczenie 1.23. Zbadaé, czy podane funkcje sa ograniczone z dotu, z géry,
ograniczone na wskazanych zbiorach:
1 T
=— R; = ——, = |; =1- R;
@ f@) = g B 0) fa) =tga, (<3.5)s (@ f) =1 Jal, B
1
(d) f(z) =%, [2,00); (e) fz) =2", (—00,0]; (£) flz)=—, (1,3].

Definicja 1.24. (funkcje monotoniczne)

* Moéwimy, ze funkcja f jest rosngca na zbiorze D C Dy, jezeli dla dowolnych
x1, T2 7z tego zbioru z nieréwnosci x1 < x9 wynika nieréwnosé f (z1) < f (z2).
Obrazowo: funkcja jest rosnaca, gdy poruszajac sie w prawo po jej wykresie
wznosimy sie.

® Podobnie méwimy, ze funkcja f jest malejgca na zbiorze D C Dy, jezeli
dla dowolnych x1, o z tego zbioru z nieréwnosci 1 < x2 wynika nieréwnosé
f(xz1) > f (z2). Obrazowo: funkcja jest malejaca, gdy poruszajac siec w prawo
po jej wykresie opadamy.

(a) v (b 4y

Rys. 1.12. Wykres funkcji (a) rosnacej, (b) malejacej
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Uwaga. Jezeli w definicjach ostre nieréwnosci miedzy wartosciami funkcji za-
stapimy stabymi, to otrzymamy okreslenia funkcji odpowiednio niemalejgcych
i nierosngcych. Funkcje rosnace, malejace, nierosnace oraz niemalejace nazy-
wamy monotonicznymi. Przy czym funkcje rosnace i malejace nazywamy $cisle
monotonicznymi, a niemalejace i nierosnace — stabo monotonicznymi.

(a) Y

[ (1) = f(22) -

/|

I I
I I
I I
| |
/ T T2 T

T

Rys. 1.13. Wykres funkcji (a) niemalejacej, (b) nierosnacej

Cwiczenie 1.25. Korzystajac z definicji zbadaé¢ monotonicznoéé funkeji na wska-
zanych przedziatach:

(a) f(z) = 2®, (—00,0]; (b) flx) =
(€) f(z) =vVa+1, [-1,00); (d) f(z) =

; (0,00);

i

+ 2z, (—00,00).

Cwiczenie 1.26. Pokazaé, ze

(i) suma funkcji monotonicznych jednego rodzaju jest funkcja monotoniczna
tego samego rodzaju;

(ii) iloczyn dodatnich funkcji monotonicznych jednego rodzaju jest funkcja
monotoniczna tego samego rodzaju;

(iii) funkcja przeciwna do funkcji monotonicznej jednego rodzaju jest funkcja
monotoniczng przeciwnego rodzaju;

(iv) odwrotno$é dodatniej funkcji monotonicznej jest funkcja monotoniczna
przeciwnego rodzaju.

Korzystajac z tego okresli¢ rodzaj monotonicznosci funkcji na przedziale (0, c0):

(8) F() = —s () Fla) = L (0) fo) = 2287 () f(a) = &~

T 1t 23

1.3. Zlozenia funkcji i funkcje odwrotne

Definicja 1.27. (funkcja zlozona)

Niech X, Y, Z, W beda zbiorami liczb rzeczywistych, przy czym Y C Z. Zloze-
niem funkcji g : Z — W oraz f : X — Y nazywamy funkcje gof : X — W
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okreslong wzorem:

(gof)(z)=g (f(:c)) dla z € X.

Uwaga. Analogicznie okresla si¢ ztozenie wigkszej liczby funkcji. Jezeli dana
jest funkcja ztozona g o f, to za jej dziedzine naturalng przyjmujemy zbidr
{x € Dy: f(x) € Dy}, gdzie Dy i D, oznaczaja dziedziny naturalne odpo-
wiednio funkcji f i g. Sktadanie funkcji nie jest przemienne.

gof

Rys. 1.14. Ztozenie funkcji

Cwiczenie 1.28. Okresli¢ funkcje zlozone fof, fog, gof, gog oraz ich dziedziny,
jezeli:

(a) f(x) = 2%, g(x) = Va: (b) f(z) = 2z, g(x) = 3z + 1;
(©) fla) =", gla) = = (@) J@) = T2y, () =+

Cwiczenie 1.29. Znalez¢ funkcje f i g takie, ze h = g o f, jezeli:

(@) ho) = 5 (b) h(z) = sin? z;

(c) h(x) = log (2% + 1) ; (d) h(z) = vz + 2.

Czy funkcje f i g sa wyznaczone jednoznacznie?

Cwiczenie 1.30. Pokazaé, ze zlozenie funkcji $cisle monotonicznych tego sa-
mego rodzaju jest funkcja rosnaca, a zlozenie funkcji Scisle monotonicznych
réznych rodzajow jest funkcja malejaca. Korzystajac z tego uzasadnié, ze po-
dane funkcje sg monotoniczne na wskazanych zbiorach:

(@) 1) = log (#+2), 10,00 ) £@) =sin T, (200): (0) 1) = 52

Definicja 1.31. (funkcja réznowartosciowa)

Moéwimy, ze funkcja f jest réznowartoSciowa na zbiorze D C Dy, jezeli dla
dowolnych x1, x9 z tego zbioru z warunku z; # zo wynika f (z1) # f (x2).
Obrazowo: funkcja f jest réznowartosSciowa na zbiorze D, gdy kazda prosta
pozioma przecina wykres funkcji w co najwyzej jednym punkcie.
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Uwaga. Przy sprawdzaniu réznowartosciowosci funkcji wygodnie jest korzystaé
z réwnowaznej definicji: funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze D C Dy,
jezeli dla dowolnych z1, z9 € D z warunku f (z1) = f (z2) wynika, ze 1 = x2.

(@ vy (b) v=7)

~ /\

y = f(z) - £ (@) £ (a2)

T T Ty T

Rys. 1.15. Wykres funkcji (a) réznowartosciowej, (b) nieréznowartosciowej

Cwiczenie 1.32. Uzasadnié, ze podane funkcje sa réznowartosciowe na wskaza-

nych zbiorach:

() f@) =" +1, B (b) f(2) = =, (~o0,0);

(©) f@) = VE +1, [0,00); (d) f(2) = 2® — 22 + 3, [L,c0).

Definicja 1.33. (funkcja odwrotna)

Niech funkcja f : X =% Y bedzie réznowartosciowa. Funkcja odwrotng do f
nazywamy funkcje f~': Y — X okreslona przez warunek:

flly)=z=y=f(z), gdzie z€ X, ycY.

Yy Yy
y= () - 2= ()
Y Y
Y:Wf f Y:Df—l
_ _
. x X x x
X =Dy X=W;

Rys. 1.16. Tlustracja definicji funkcji odwrotne;j

Uwaga. Aby uzyskaé¢ wzor okreslajacy funkcje odwrotna do funkcji f rozwiazu-
jemy (jezeli jest to mozliwe) réwnanie y = f(z) wzgledem x. Wéwezas mamy
r = f~1(y). Funkcja i odwrotna do niej spetniaja tozsamosci

! (f(x)) =x nalX oraz f(f_l(y)) =y naY.
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Wykres funkcji odwrotnej otrzymujemy z wykresu funkcji f odbijajac go sy-
metrycznie wzgledem prostej y = x.

Y

Rys. 1.17. Wykresy funkcji f i f~!

Cwiczenie 1.34. Znalez¢ funkcje odwrotne do funkeji:

(a) f(z)=2"+5, z € R; (b) f(z) = 2® — 2z, x € [1,00);
(c) fz)=2—Vz+1, z€R; () f(z) =2 [x|, = € R;

(©) f(2) = T, = € (00,0 (6) f(@) =2, v € (0,00);
(g) f(z)=3"-3"" zcR (h) f ()—4”+2”+1,xeR

Cwiczenie 1.35. Uzasadni¢, ze funkcja odwrotna do funkcji:

(a) rosnacej jest rosnaca; (b) malejacej jest malejaca.

Cwiczenie 1.36. Narysowaé¢ wykresy funkcji:

(a) y = log10%, y = 10"87; (b) y =Va2, y= (\/5)2
Definicja 1.37. (funkcje cyklometryczne)

¢ Funkcje odwrotna do funkcji sin (sinus) okreslonej na przedziale [—g 721

nazywamy arcsin (arcus sinus). Mamy zatem

arcsinz =y <= siny =z dla -1 <z <1, —§<y< 5"

Dziedzing funkcji arcsin jest przedzial [—1, 1], a zbiorem wartosci — przedzial
[—7/2,7/2].

e Funkcje odwrotna do funkcji cos (cosinus) okreslonej na przedziale [0, 7]
nazywamy arccos (arcus cosinus). Mamy zatem

arccosx =y <= cosy=x dla—-1<z<1, 0<y<m.

Dziedzina funkcji arc cos jest przedzial [—1, 1], a zbiorem wartosci — przedzial
[0, 7].
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)
Y [ 2
y =sinx .
+1 y = arcsinz
- -z z 7& T —1 1 x
-1
-3
Rys. 1.18. Wykresy funkcji sinus i arcus sinus
Y
Y t
1
/’Ycosx
: : 2
‘x fuy T 3r T
’ \/ ? Yy =arccosc
-1
-1 1z

Rys. 1.19. Wykresy funkcji cosinus i arcus cosinus

¢ Funkcje odwrotna do funkcji tg (tangens) okreslonej na przedziale ( ;T,

nazywamy arctg (arcus tangens). Mamy zatem

5)

7r m
arctgr =y <= tgy =z dlax € R, —§<y<§.
. . .. . . s . . mw T

Dziedzina funkcji arctg jest R, a zbiorem warto$ci — przedziat <—§, 5)
: Y Yy =tgw Y
| R 2
i i y = arctgx
5 5 m
| ] -5

Rys. 1.20. Wykresy funkcji tangens i arcus tangens
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¢ Funkcje odwrotna do funkcji ctg (cotangens) okreslonej na przedziale (0, )
nazywamy arcctg (arcus cotangens). Mamy zatem

arcctgr =y <= ctgy=x dlazeR, 0 <y <.

Dziedzing funkcji arc ctg jest R, a zbiorem wartosci — przedzial (0, ).

Y
y =ctgz

y = arcctgx

I3

Iy

o

3

w

wlg
/ N

8

Rys. 1.21. Wykresy funkcji cotangens i arcus cotangens
Uwaga. Funkcje arcsin, arccos, arctg i arcctg nazywamy cyklometrycznymi.

Cwiczenie 1.38. Obliczy¢ wartoéci funkcji cyklometrycznych (w punkcie (b)
skorzystaé z kalkulatora):

1
(a) arcsin \/73, arc cos <—§> , arctg(—1), arcctgVv/3;
(b) arcsin (—0.4) , arccos0.91, arctg0.2378, arcctg(—4.029);
. .5 .3 .4 1
(c) sin ( 2arcsin T3 ) cos (arcsin ¢ + arcsin E ,tg | arcsin 7 ), cos (arctg3) .

Cwiczenie 1.39. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne do funkcji:
(a) f(z) =sinz, 7/2 <z < 37/2;

(b) f(x) =sinz —cosz, —w/4 < x < 37/4;

(c) f(z) =2tgx +tg?z, 0< z < /2.

Podstawowe tozsamosci z funkcjami cyklometrycznymi
® arcsinx + arccosz = g (x € [-1,1]), e arctgz + arcctge = g (x € R).

Cwiczenie 1.40. Uzasadnié¢ roéwnosé

T
arctgx = arcsin —— dla z € R.

Vit
Wsk. Wykorzysta¢ rysunek obok.
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Cwiczenie 1.41. (a) Promien $wiatta pada
pod katem z, gdzie 0 < x < 7/2, na ciecz
o wspbélczynniku zalamania n = 2. Zna-
lez¢ funkcje opisujaca kat zalamania o w
zaleznosci od kata padania x.

(b) Jaki powinien by¢ kat x wycinka kota,
kacie rozwarcia a (0 < a < m)?

@

(c) W tréjkacie réwnoramiennym ramiona

% powietrze
ciecz b\

aby po sklejeniu otrzymac stozek o

majg dlugosé b. Znalez¢ funkcje wyra- b b

zajaca miare kata przy wierzchotku tego

tréjkata w zaleznosci od dilugosci pod- z

stawy x (z < 2b).

Cwiczenie* 1.42. Naszkicowaé wykresy funkcji:

(a) y = cos(arccos x); (b) y = arccos(cos z); (c¢) y = sin(arc cos x);
(d) y = arccos(sin x); (e) y = sin(2arcsin z); (f) y = cos(2arccos x).

1.4. Funkcje elementarne i inne

Definicja 1.43. (podstawowe funkcje elementarne)

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje:

e staley =c (c € R),

* potegowe y =z (o # 0),
o wykladnicze y = a® (a >0, a # 1),

e logarytmiczne y = log, x (a >0, a # 1),

® {rygonometryczne y =sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx,
® cyklometryczne y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgz, y = arcctgz.

Y

Rys. 1.22. Wykres funkcji stalej
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Rys. 1.25. Wykresy funkcji wyktadniczej

Y a>1 Y 0<ax<l1

y=log, x

Rys. 1.26. Wykresy funkcji logarytmicznej

Definicja 1.44. (funkcje elementarne)

Funkcje, ktore mozna otrzymacé z podstawowych funkcji elementarnych za po-
mocg skonczonej liczby dziatan arytmetycznych oraz operacji sktadania funk-
cji, nazywamy elementarnymi.
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Cwiczenie 1.45. Uzasadni¢, ze podane funkcje sg elementarne:

= 5 (0) f(@) =3VTT200 (o) f(2) = loggn aretg (2 +1)
(d) f(z) =2""" () flx) = V27 —17; (f) f(x) = arcsin (logy z) .
Definicja 1.46. (wartosé¢ bezwzgledna) Y y = |z|

Wartoscig bezwzgledng nazywamy funkcje
|+ | : R— R okreslong wzorem:

\ T
Iz =¢ ° dla z >0, Rys. 1.27. Wykres funkcji
—x dla x < 0. warto$¢ bezwzgledna

Uwaga. Warto$¢ bezwzgledna jest funkcja elementarna, gdyz |z| = Va2 dla
z € R.

Cwiczenie 1.47. Narysowaé¢ wykresy funkcji:

@y=lr—1 B)y=2-lk ©y=""
@y=ztleh @y=all Hy=12

Cwiczenie* 1.48. Funkcje g i h sa elementarne odpowiednio na przedzialach
(—00,a] i [a,00), przy czym g(a) = h(a). Pokazaé, ze funkcja f okreslona

wzorem:
g(x) dla z < a,
fz) =
h(z) dla xz > a

tez jest elementarna na R. Korzystajac z powyzszego faktu zapisaé¢ jednym
wzorem funkcje:

dla z < 0 0 dla x <0,
T ax <0,
(a) f(z) =1 . (b) f(z)=¢ zdla0 <z <1,
sinz dla x > 0;
1 dla z > 1.

Definicja 1.49. (wielomian)

Wielomianem nazywamy funkcje W : R — R okreslong wzorem
W(x) = apnz™ + an_12" ' + ... + a1z + ag,

gdzie n € NU {0} oraz a; € R dla 0 < i < n, przy czym a, # 0. Liczbe n
nazywamy stopniem wielomianu W i oznaczamy przez st W. Oczywiscie kazdy
wielomian jest funkcja elementarna.
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Przyktad 1.50. Funkcje
Wi(z) =2; Wa(z) = 2? — 3z + 4;
Ws(z) = a3 — 2% —22;  Wy(z) = 2* — 5.323 4+ 6.82% + 1.5z — 4.3.

sg wielomianami stopnia odpowiednio 0, 2, 3, 4.
’ {y / ) \ {y /

Rys. 1.28. Wykres wielomianu stopnia (a) 3, (b) 4

Definicja 1.51. (funkcja wymierna)

Funkcje, ktéra mozna zapisaé¢ jako iloraz dwéch wielomiandéw, nazywamy wy-
mierng.

Uwaga. Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych, z ktérego
wylaczono miejsca zerowe mianownika.

Przyktad 1.52. Ponizej podane sg przyktady funkcji wymiernych:

a®+2 2z +8z+ 1 1.5z+2 1
M@= e 0= 10 = e 10 =
Y k_/

Rys. 1.29. Przykladowy wykres funkcji wymiernej

Definicja 1.53. (funkcje hiperboliczne)

e Funkcje sinh (sinus hiperboliczny) oraz cosh (cosinus hiperboliczny) okre-
$lamy odpowiednio wzorem:
er —e " er +e’*

sinhx:T (x €R), cosh:)::T (x € R).

Uwaga. W powyzszej definicji e oznacza liczbe rzeczywista rowna w przyblize-
niu 2.72. Zobacz okreslenie tej liczby w Fakcie 77.
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Y

y = sinh y =coshz
1
T T
Rys. 1.30. Wykres funkcji y = sinhx Rys. 1.31. Wykres funkcji y = cosh x

e Funkcje tgh (tangens hiperboliczny) oraz ctgh (cotangens hiperboliczny) okre-
$lamy odpowiednio wzorem:

sinh x cosh, x
tehx = rEeER ctghy = —— zeR\{0}).
g oz ) g ha \ {0})

Yy
Yy
y = ctghz
| 1 -
y = tghx
x x
7777777777777777 ~1 .
Rys. 1.32. Wykres funkcji y = tghx Rys. 1.33. Wykres funkcji y = ctghx

Cwiczenie 1.54. Pokazaé, ze na R zachodzg tozsamosci:

(a) cosh? z—sinh?z = 1; (b) sinh 22 = 2sinh x cosh x;
(c¢) cosh 2z = sinh? z+cosh? z.

Definicja 1.55. (funkcje podloga, sufit i czesé ulamkowa)

Funkcja podloga® nazywamy funkcje | - | : R — Z okreslong wzorem:
lz] =k dla k<z <k+1, gdzie k € Z.

Inaczej: |z | jest najwieksza liczba catkowita nie wigksza od x. Np.: [0.999] =
0, [3.001] =3, |5] =5, [-0.1] = —1, |-7| = —4.

*Do niedawna te funkcje nazywano cze$é calkowita i oznaczano przez [-]. W ubieglym
stuleciu miata ona nazwe entier i byla oznaczana przez E.
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Z kolei funkcja sufit nazywamy funkcje |- ] : R — Z okreslona wzorem:
[z] =m dla m —1 < x <m, gdzie m € Z.

Inaczej: [z] jest najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza od z. Np.: [0.999] =
1, [3.001] =4, [5] =5, [-0.1] =0, [-7] = —3.

Y Y
2 —o y=|z] 2 o—e y=[z]
1 —o 1 o
-2 -1 0 1 2 3 T -3 -2 -1 0 1 2 T
— 41 o— -1
—o0 -2 o——o -2
Rys. 1.34. Wykres funkcji podloga Rys. 1.35. Wykres funkcji sufit

Zas funkcje czesé utamkowa nazywamy funkcje {-} : R——10,1) okreslona
wzorem:
{z} =z — |z, gdzie z € R.

Np.: {0.6} = 0.6, {17.25} = 0.25, {4} =0, {x} =7 — 3, {-1.8} =0.2.

Y

Rys. 1.36. Wykres funkcji czesé utamkowa
Uwaga. Z definicji wynika czesto wykorzystywana nieréwnosé:
r—1<|z| <z, gdziexeR.

Cwiczenie 1.56. (a) W Sejmie przyjmowane sa ustawy, za ktérymi glosuje wie-
cej niz potowa obecnych postéw. Na posiedzeniu bylo p postéw. Korzystajac z
funkcji czeéé¢ catkowita napisaé wzér okredlajacy, ile nalezy oddaé gloséw ,za”,
aby ustawa zostala przyjeta.

(b) Cukier jest sprzedawany w jednokilogramowych torebkach oraz w workach
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zawierajacych 50 takich torebek. Cena jednego worka wynosi 80 z1, a torebki 2
zt. Znalezé funkcje podajaca, jaka maksymalng liczbe kilograméw cukru moze
kupié¢ przedsiebiorca dysponujacy kwota x ztotych. Narysowaé¢ wykres tej funk-
cji. Jak bedzie wygladal wykres tej funkcji, gdy przyjmiemy, ze € NU {0}?

(c) Poczta sprzedaje znaczki o nominatach 1 z1, 50 gr, 20 gr, 10 gr. Wysylajac
list staramy sie naklei¢ jak najmniej znaczkéw realizujacych potrzebna kwote.
Poda¢ wzoér okreslajacy liczbe znaczkéw po 10 gr na liscie, na ktéry nalezy
naklei¢ znaczki o wartosci 10n gr, gdzie n € N.

(d) Podaé¢ wzér stuzacy do zaokraglania naleznosci podatkowych PIT w zlo-
tych i groszach do catkowitej liczby ztotych. Przyktadowe zaokraglenia: 3.47 zt ~
3z1, 11.50zt ~ 1221, 99.90 zt ~ 100 zl.

Cwiczenie* 1.57. (a) Uzasadnié, ze funkcja f(z) = 2 — |z jest okresowa.

(b) Poda¢ wzér na odleglosé liczby rzeczywistej x od najblizszej liczby catko-
witej.

(¢) Wyznaczy¢ wzér na przedostatnia cyfre liczby naturalnej n > 10.

(d) Znalezé funkcje odwrotna do f(z) = x + [z].

(e) Pokazaé, ze dla x € R\ Z funkcja

flx)=oz— % + %arctg (ctg (mz))
pokrywa sie z funkcja [z ].
Cwiczenie 1.58. Narysowaé¢ wykresy funkcji:
@y=leoszli  By=|5)  @u=[[i  @y=lopal

Definicja 1.59. (funkcja signum, funkcja Dirichletal)

e Funkcja signum (znak) nazywamy funkcje sgn : R — R okreslona wzorem:

—1 dla x <0,
sgn(z) = 0 dla z=0,
1 dla z>0.

e Funkcja Dirichleta nazywamy funkcje D : R —R okreélona wzorem:

Dig) — 1 dla z€Q,
@)= 0 da z¢Q.

"Peter Gustav Dirichlet (1805-1859), matematyk niemiecki.
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Rys. 1.37. Wykres funkcji signum Rys. 1.38. Wykres funkcji Dirichleta

Cwiczenie 1.60. Narysowaé¢ wykresy funkcji:
(a) y = sgn (sina); (b) y = sgn (2%~ 22); (c) y = wsen (v);
(d) y = arctg (sgn(x)); (e) y:min{l,xQ}; (f) y = max {27,277 }.

Uwaga. Symbolami min A i max A oznaczamy odpowiednio najmniejszy i naj-
wiekszy element zbioru A.



