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Wstep

Niniejszy zbiér zadan* jest druga czescig zestawu podrecznikow do kur-
su Algebra z geometriag analityczng. Pierwsza czeScia zestawu jest ksigzka pt.
LAlgebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”, a trzecig —
opracowanie pt. ,Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy”. Pod-
reczniki te sa przeznaczone gltéwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich
korzysta¢ takze studenci wydzialéw nauk Scistych i przyrodniczych uniwersy-
tetow oraz uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych i wojskowych.

Zbiér ,Algebra i geometria analityczna. Przyklady i zadania” zawiera przy-
ktadowe zadania z rozwiazaniami przedstawionymi ,krok po kroku” oraz po-
dobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy. Przyktady i zadania obej-
mujg liczby zespolone, wielomiany, macierze i wyznaczniki, uktady réwnan
liniowych, geometrie analityczna w przestrzeni oraz krzywe stozkowe. Mate-
riat teoretyczny niezbedny do rozwiazywania zadan mozna znalezé w ksiazce
pt. ,Algebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”. Poczat-
kowe podpunkty przyktadéw i zadan sa z reguty najprostsze. Z kolei przyktady
i zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze. Kierujemy je do ambitnych stu-
dentéw. Do wszystkich zadan podano odpowiedzi lub wskazowki. Studentéw
zainteresowanych rozwigzywaniem trudnych i nietypowych zadan z algebry
zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,Studencki konkurs matematyczny.
Zadania z rozwigzaniams’ .

W tym wydaniu przeredagowano rozwiazania kilkunastu przyktadéw. Po-
nadto usunieto kilka przyktadéw uciazliwych rachunkowo oraz poprawiono za-
uwazone bledy i usterki.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o zbiorze.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

*Do 2005 r. ksiazka miata tytul , Algebra liniowa 1. Przyklady i zadania’.






Liczby zespolone

1.1. Postac algebraiczna liczby zespolonej
B Przyktad 1.1. Wykona¢ dziatania:
(a) (—2+30) + (7T—8i); (b) (4i—3) — (1+10i); () (V2+i) (3 V3i);

@ @+502-5) () g (£) (3 — 20)2.

Rozwigzanie. Dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia na liczbach ze-
spolonych w postaci algebraicznej x + iy (x,y € R) wykonujemy tak, jak na
wielomianach zmiennej i, pamietajac o warunku 7> = —1. Natomiast w przy-
padku dzielenia liczb zespolonych stosujemy przeksztalcenie

r+iy  (z+iy)(u—iv) (:U—|—z'y)(u—iv)'

utiv  (u+w)(u—iv) u? + v?

W zbiorze liczb zespolonych prawdziwe sa wzory skréoconego mnozenia znane
dla liczb rzeczywistych. Zatem mamy kolejno:

(a)  (=243i)+(7—8i) = (—2+7)+(3—8)i = 5—5i.
(b)  (4i—3)—(14+104) = (=3—1)+(4—10)i = —4—6i.
() (V2+i) (3= 3i) = V23— V2 V3i+3i — V32

= 3v2—V6i+3i — V3 (~1)

= (3v2+V3) + (3-V6) .
(d) (245i)(2—5i) = 22—(5i)? = 4—25i? = 4-25-(—1) = 4+25 = 29.
() (3—2i)> =3%—-2-3-2+ (20)* =9 — 12i + 44>

=912 +4-(-1)=9—-12i —4 =15 — 12i.
2-3i  (2-3i)(5—4i) 10— 8i — 15i 4 12¢*

f - - _
© 5a (5 + 41) (5 — 4i) 25 — 1642
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C10-23i+12-(-1) -2-23 2 23
T 95-16-(—-1) 4 4 4"
[] Zadanie 1.1. Wykona¢ dzialania:

(a) (1—3i)+ (4—5i); (b) (1+v2i) — (V3 —6i); (¢) (1 —1)(6 + 54);

(d) 2113;; (€ (VT- V) - (VT+ V3 () (VB-i) .

Odpowiedzi. (a) 5 — 8i; (b) 1 — 3+ (6 +v2) i; (¢) 11 —4; (d) 5/2+14/2; (e) 10;
(f) —8i.

B Przyktad 1.2. Znalez¢ liczby rzeczywiste x,y spelniajace rownania:

(a) z(2+ 3i) + y(4 — 51) = 6 — 24; (b) (x — i) - (2 — yi) = 11 — 233;
Y x+3—2

() ;

=1 d) —=1-1.
2—3i+3+22’ ’ (d) y—4+1

Rozwigzanie. Dwie liczby zespolone sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa

rowne ich czedci rzeczywiste i urojone, tzn.

{Re z1 = Rezs,
21 = 29 <——~
Imz; = Im 2.
(a) Mamy x(2 + 37) + y(4 — 5i) = (2 + 4y) + (3z — by)i. Zatem
(24 3i) + y(4 —5i) =6 — 20 < (22 + 4y) + (3z — by)i = 6 — 2i.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzy-
mamy uktad rownan

20 + 4y = 6,
3 — 5y = —2.

Rozwiazaniem tego uktadu jest parax =1, y = 1.
(b) Mamy (x — i) - (2 —yi) = (2 — y) + (=2 — zy)i. Zatem
(x—1i)-(2—yi) =11 —-23i <= 2z —y) + (-2 — xy)i = 11 — 23i.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzy-
mamy uktad réwnan

20 —y = 11,
—2—xy = —23.

Uktad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan:

y=2z-11, y =2z — 11, =7 b f”:_g,
2-z(2r—11) = -23; | 222-112-21=0; |y=3 y = —14.
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(c) Mamy
T Y x(2 + 3i) y(3 — 29)
2—3t 3+2 (2—3i)(24+3i)  (3+2i)(3—29)
_ 2x + 3zt n 3y —2yi  2x+3y n 3x—2yi.

13 13 13 13

Zatem
x Y 2x—l—3y 3m—2y
=1
2—3i+3—|—2i 13 13

=1<= (22 +3y) + (3z — 2y)i = 13,

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzy-
mamy uktad rownan

2z + 3y = 13,
3z —2y =0.
Rozwiazaniem tego uktadu jest para x = 2, y = 3.
3—2i
(d) Mamy Lﬁl_'_z =1—i Stadx+3—2i=(1—1i)(y —4+1), zatem
Yy — i

(x+3)—2i=(y—3)+ (5—y)i.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania otrzymamy uktad
réwnan

r+3=y—3,
—2=5—-y.

Rozwiazaniem tego uktadu jest parax =1,y = 7.
[ Zadanie 1.2. Znalez¢ liczby rzeczywiste x, y spelniajace réwnania:
(a) (2 +3i) + y(b — 2i) = —8 4 73; (b) (24 yi) - (z —3i) =7 —14;

1+ r4+yt 99—
3 d - :
() o= = () i T 97

Odpowiedzi. (a) x = 1,y = —2; (b) nie istnieja takie liczby; (¢) 2 =5,y = 17;
(d) z € R\ {0}, y = —22/9.

B Przykfad 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ réwnania:
(a) 2% + 3z = 0; (b) 2z+ (1+1i)z=1— 33;
1
) z+ ~ 1
z—1

)

(c) (d

(€ (z42)+i(z—%)=2—6; () (i—3)2=5+i—z
(g) (

22— 2+1=0;

1-3i  2i-3
32+2  5— 2z

g h*) 22 —iz+2=0.
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Rozwiazanie. Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R, nazy-
wamy liczbe zespolong Z okreslong wzorem z = x — 1y.

(a) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy
22437 = (x4 iy)* + 3(x + iy)
= 22 — y? + 22yi + 3 — 3yi = 2% — y? + 3z + (2zy — 3y)i.

Poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania z? 4+ 3% = 0,
otrzymamy uktad réwnan

2?2 —y? + 32 =0,
2zy — 3y = 0.

Uktad ten jest rownowazny kolejno uktadom:

22 —y?+3x=0, |2?>—y?>+32=0,
y(2x —3) = 0; y=0 lub x =3/2;

z=20 T =-3 x =3/2, x =3/2,
] " ]
{y:O ub{y:O ub{y:3\/§/2 “b{y:—3\/§/2.

Zatem réwnanie 22 + 3% = 0 ma cztery rozwigzania:

3 , 3 .
21 =0, 20 = -3, 23:§<1+\/§z), 24—§<1—\/§z).
(b) Niech z = x + iy, gdzie z,y € R. Wtedy

22+ (1+14)z = 2(x +iy) + (1 +i)(z — iy)
=2c+2iy+a—iy+iz+y=Bx+y) + (z+y)i

Poréwnujac czescei rzeczywiste 1 urojone obu stron réwnania 2z + (1 4 14)z =
1 — 34, otrzymamy uktad réownan

3z +y =1,
T+y=-3.
Rozwiazaniem tego uktadu jest para x = 2, y = —5. Zatem z = 2 — bq.

(c) Wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego az2+bz+c =
0, gdzie a,b,c € C oraz a # 0 :
—b—9 _ =b+d

2% ' 2T T 2q

zZ1 =
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W tych wzorach 6 jest jedna z liczb zespolonych spelniajacych warunek 6% =
A = b? — 4ac. Dla réwnania kwadratowego z?> — z+ 1 = 0 mamy A = —3 =

(\/32)2 Zatem & = \/3i oraz

1—3i
=5

143

z1 9

22

(d) Niech z = x + iy, gdzie z,y € R. Wtedy dla Z # 1 mamy kolejno:

z+1
z—1

=—1; z+1=-2+1 (z+1)+iy=(—z+1)+y.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania, otrzy-
mamy uktad réwnan

r+1=—2+4+1,

Yy=1y.
Rozwiazaniem tego ukladu réwnan sa pary (0, y), y € R. Zatem rozwiazaniem
réwnania (z +1)/(Z —1) = —1 sa liczby zespolone postaci z = iy, gdzie y € R.
Liczby te spelniaja warunek Z # 1.

(e) Niech z = x + iy, gdzie x,y € R. Wtedy
(z4+2)+i(z—%) = [(x+iy) + (x —iy)] + i [(z + iy) — (x — 1y)]
=2r+1i-2iy =2z —y).

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + z)+i (2 — 2) =
2¢ — 6, otrzymamy uktad réwnan

0=2.
Jest to uktad sprzeczny, zatem réwnanie nie ma rozwiazan.

(f) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci (i —3 + 1)z = 5 + 4. Stad
wynika, ze

54i (5+i)(—2—i) —9-Ti
z = = == .
240 (—2+9)(—2—4) 5
(g) Dla z # —2i/3 oraz z # —b5i/2 rozwazane réwnanie jest réwnowazne
réwnaniu

(1 —3i)(5 —2iz) = (32 + 2i)(2i — 3).
Stad wynika, ze

5 — 2tz — 151 — 6z = 61z — 92 — 4 — Gt
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a wiec
2(—2i—6—6i+9) = (=54 15 — 4 — 67).
Zatem

—94+9i  (—9+9)(3+8) —99—45i 99 45

3-8  (3-8)(3+s) 73 713 713"

(h*) Niech z = x + iy, gdzie x, y € R. Wtedy
22—z 42 = (v+iy)? —i(xtiy)+2=2a’+2xy —y* —iz—y+2
= (2 -y —y+2)+i(2zy —x) = 0.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22 —i%Z + 2 = 0,
otrzymamy uktad réwnan

22—y —y+2=0,
20y —x = 0.

Z drugiego réwnania wynika, ze z = 0 lub y = 1/2. Po wstawieniu z = 0 do
pierwszego rownania otrzymamy rozwigzania:

r=0,y=1 =x=0, y=-2.

Natomiast po wstawieniu y = 1/2 otrzymamy réwnanie kwadratowe bez roz-
wiazan rzeczywistych. Zatem réwnanie wyjsciowe ma dwa rozwiazania z; = 1,
zZ9 = —2i.

[] Zadanie 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé réwnania:

1414 2—3
(a) 22 = 47; () 1EE_ 229
z z
(c) 22 —424+13=0; d) (z42)%2 = (z+2)%
(e) 224+ Z = 6 — bi; (f) (1+i)z43(2—i) = 0;
241 1—1
— . h ; ()
© s~ g (B) z+i-24+i=0;
(%) 22— (6+i)z2+11—Ti=0;  (j*) 2% — 6iz% — 122+ 8i = 0.

Odpowiedzi. (a) 0,4, —2 + 2iy/3, —2 — 2i1/3; (b) brak rozwiazan; (c) 2 — 3i,2 + 3i;
(d) Rez = —21ub Imz = 0; (e) 2 —53; (f) (3+12i)/17; (g) (T —14)/6; (h) z € R;
(i*) 1 — 24, 5+ 3i; (%) 2i.

B Przyktad 1.4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelnia-
jacych warunki:

(a) Im [(1 +2i) 2 —3i) <0; (b) Re(z—14)?>0; (c)22=2Rel(iz).
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Rozwigzanie.
Niech z = x + iy, gdzie x,y € R, bedzie dowolna liczba zespolona.
(a) Mamy
Im [(1+2i)z —3i] <0 < Im [(1+ 2i)(z+iy) —3i] <0

< Im[(x —2y)+ 2z +y—3)i] <0

= 2r+y—3<0<&=y<—22+3.
Poszukiwany zbiér jest pélplaszczyzna, bez prostej y = —2x + 3 (rys. (a)).
(b) Mamy
Re (2 —i)>> 0 <= Re [(z+ iy —9)?] >0 <= Re [z +i(y — 1)]* > 0

<= Re {x2 —(y—1)* +2z(y — 1)1} >0
=St (y-1P220= 22>y -1)? = |z| >y -1
Poszukiwany zbidér jest suma dwoéch obszaréw katowych ograniczonych pro-
stymi y =1 —x, y = 1 + x, lacznie z tymi prostymi (rys. (b)).
(¢) Mamy
2?2 = 2Re (iz) <= (z +iy)?> = 2Reli(z + iy)]
— 2% —y® +i2zy = 2Re [~y + iz]
= 22 —y? +i2zy = 2y

Ostatnia réwnosc¢ jest réwnowazna ukladowi rownan

2 —y? = =2y,

2zy = 0.
Uklad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan

x y“+ 2y =0, Y 2y =0, b x 0, z =0, lub x =0,
x=01luby=0; =0 y = 0; y=20 y=2.

Poszukiwany zbiér sklada sie zatem z dwoch punktéw z; = 0, zo = 2i (rys.

())-

(@) s, 1Y (b) y (c) Y
\\
Ay
\
Ay \'L&
\\\\ 2
Ay
\“[;
\\ X
‘\ & x
v\ T -9
N < LN 0 =
R //\ \/\
N N 2
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[] Zadanie 1.4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelniajacych
warunki:
(a) Re(iz+2)>0; (b)Imz2<0; (c)z—i=z-1,;
4 1+1
d) - =3z (e) Im R

z 1—1z

=1, () zz2+(B+i)z4+G-)Z+1=0.

Odpowiedzi. (a) péiplaszezyzna Im z < 2; (b) druga i czwarta ¢wiartka ukladu wspél-
rzednych bez obu osi; (c) zbiér pusty; (d) okrag o érodku 0 i promieniu 2; (e) okrag o
srodku 1 — i i promieniu 1, bez punktu —i; (f) okrag o $rodku —5 + 7 i promieniu 5.

B Przyktad 1.5. Obliczy¢ moduty liczb zespolonych:
(a) 4i; (b) 120 =5 (c) (4i+3) (V2—1i):

2—1 Ny 4
@ =7 @Y+ O (1-vai)

Rozwigzanie. Modut liczby zespolonej z = x+1y, gdzie z,y € R, jest okreslony
wzorem
2] = /a2 + 92,
Wykorzystamy nastepujace wlasnos$ci modutu liczby zespolonej:
|21]
(1) fz1- 22| = [a1] - [22],  (2) [2"[=[=]", (3) =T

e
Mamy kolejno
(a) |4i| = V02 + 42 = 4;
(b) |12i — 5| = /(—5)? + 122 = /169 = 13;

© |(i+3) (va—i)| 2 i3] |Va-i| = VB 2/ (V2)" + (-1
= 5V3

® [2-i _ VZF(E)Z VB

2 (4) 2] = |l

z2

2—1

(d) J3i—1

& V3i -1 a \/(_1)2+(\/§)2 5

(@ [V5rai| @ |vErai=/(v5) +22=3

(f) ‘(1—\/51)4 @‘1—\@‘4:< 12+(—x/§)2>4:(\/§)4:9.

[] Zadanie 1.5. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:

() —v/3is (b)6-8i; (o) (i—3) (V5+2i);

() (if\/§)5; (e);jiz; ()1 +itga,ac (2, 2).
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Odpowiedzi. (a) v/3; (b) 10; (c) 6; (d) 32; () V10/5; (f) 1/ cosa.

B Przyktad 1.6. Poda¢ interpretacje geometryczna modutu réznicy liczb ze-
spolonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych
z spelniajacych warunki:

(a) [z+1—-2i|=3; (b)2<|z+1| <4 () |Q1+d)z—-2| >4

@ Z+23¢‘>1; (@ Re(24+1) <0 i [i—z[<3; (F) [* +4] <[z —2i;
(g)

Z_
z—1-3¢
3— 41

<1 (h) |2—1] < [z+i] < [z—2+3i]; (i) ](z+i)2\ > ]z2+1\-

Rozwigzanie. Modutl réznicy liczb zespo- Im 2
lonych z1, zo jest dlugoscia odcinka tacza-
cego punkty 21, 2o plaszczyzny zespolo-
nej (rys.). W rozwiazaniach wykorzystamy
wtasnosci modutu podane w poprzednim
przyktadzie.

zZ1
‘ Rez

(a) Mamy
|z +1—2i| =3<= |z — (—1+2i)| =3.

Szukany zbidér sktada sie z punktéw z po-
lozonych w odleglosci » = 3 od punktu

2o = —142i. Jest to zatem okrag o srodku Rez
29 = —1 + 2i i promieniu r = 3 (rys.).
(b) Mamy
2<|z+i| <4d<=2<|z - (—9)| < 4.
Im z

JPeaay Szukany zbiér sktada sie z punktéow z po-
e N tozonych w odleglosci nie mniejszej niz
TN r1 = 2 od punktu zp = —i oraz w odlegto-
I: )2/—i ) Rez $ci mniejszej niz ro = 4 od tego punktu.
A ,l' Jest to zatem pierscien kotowy o $rodku
% 4/,’ zgp = —i, promieniu wewnetrznym r; = 2
R i zewnetrznym ro = 4. Okrag o promieniu

r1 = 2 nalezy do tego pierécienia, a okrag
o promieniu 73 = 4 nie nalezy do niego
(rys.).
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(¢) Mamy

i)z —2] >4 ‘(l—l—i)-(z 2 )‘>4

14
Lo r—1—i) >4
= V22— (1—i) >4
= |z - (1-1)]>2V2.

Szukany zbiér sktada sie z punktéw z potozo-
nych w odlegtoéci nie mniejszej niz r = 2v/2 od
punktu zg = 1 — . Jest to zatem zewnetrze kola
o érodku zg = 1—i i promieniu r = 2/2. Okrago
promieniu r = 2v/2 nalezy do tego zbioru (rys.).
(d) Dla z # 2i mamy

z4+3
z— 21

@), 12 +3|
|z — 2i]

= |z 43| > |z — 2

= [z —(-3)] > |z —2i].

=1

=

Szukany zbior sklada sie z punktow z, ktorych
odlegto$¢ od punktu z; = —3 jest nie mniejsza
niz odlegto$¢ od punktu zo = 2¢. Jest to zatem
péliptaszezyzna ograniczona symetralna odcinka
o koncach zj, zo, bez punktu zo = 2i. Syme-
tralna ta nalezy do szukanego zbioru (rys.).

/TN
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Imz

24

Rez

(e) Poszukiwany zbidr jest wspélna czescia zbio-
r=—1 row okreslonych przez warunki:
li — 2] < 3.

| 2Imz

Re(z+1) <0,

przedstawiono na rysunku.

(f) Mamy

|22 +4| < |2—2i] <= |(2+2i) - (2—2i)| < |2—2i]

4202 — 20 < |2 — 24

\ Pierwszy warunek okresla lewa polplaszczyzne
I otwarta ograniczong prosta x = —1. Drugi wa-
\o\ 3\ Rez  runek okresla koto domkniete o srodku zy = ¢
| i promieniu r = 3. Wspdlna czeéé¢ tych zbioréw

<= |z —2i| =0 albo |z — 2i| > 0 oraz |z + 2i| < 1.



1.1. Postac¢ algebraiczna liczby zespolonej 19
Warunek |z — 2i| = 0 wyznacza zbiér {2i}, a warunki
|z 4+ 2i| <1 oraz |z —2i| >0

okreélajg kolo domkniete o srodku zg = —2¢ i promieniu » = 1. Sume tych
zbioréw przedstawiono na rysunku.

Im 2
2i 4
Rez
20
1
(g) W rozwiazaniu wykorzystamy wzoér |Z| = |z| oraz wlasnosci sprzezenia

liczb zespolonych. Mamy

—~

Z-1-3i 2 F-T1=31| = |z — 1 +3i

= |z — (1 — 30)]

oraz |3 — 4i| = 5. Zatem

Z—1-3i fm 2

— | <1l |z—(1-3i)| <5. 7T

3 _ 4Z |Z ( Z)| I// \\
4 Y, Rez

Szukany zbiér sklada sie z punktéow z po- [ 1-3i ]
tozonych w odlegloSci mniejszej niz 5 od p 5 )
punktu zyp = 1 — 3i. Zatem jest to kolo \\ /
o érodku zy oraz promieniu 5, bez okregu Tebo-T

ograniczajacego kolo (rys.).
(h) Dana nieréwno$é podwdjna jest réwnowazna koniunkeji

|z — 1] < |z — (—i)| oraz |z — (—i)| < |z — (2 — 37)].

Rozwiazaniem pierwszej nieréwnosci jest zbiér liczb zespolonych, ktérych od-
legtoéé¢ od punktu z; = 1 jest nie wieksza niz odlegtos¢ od punktu zo = —1¢
(rys. (i), a rozwiazaniem drugiej — zbiér liczb z, ktérych odleglosé od punktu
z9 = —i jest mniejsza niz odleglosé od punktu z3 = 2 — 3i (rys. (ii)). Zatem
pierwszy zbidr jest péiplaszczyzna ograniczong symetralna odcinka taczacego
punkty z; i 2o (symetralna nalezy do tego zbioru), a drugi péiplaszczyzna
ograniczona symetralna odcinka laczacego punkty zo i z3 (bez tej symetral-
nej). Szukany zbiér jest wspdlna czescia tych polplaszezyzn (rys. (iii)).
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Re z

(i) Mamy
. 2 . . . 1 . . .
e+ 0% > [2 4+ 1] &5 2+ > [ = s + D] €2 2 +i2 > |2 — il |2 + .

Gdy z = —i, to nier6wnos¢ jest prawdziwa,
a dla z # —i jest réwnowazna nieréwnosci

|z +1i| > |z — 1.

Imz

Zatem rozwiagzaniem wyjéciowej nieréwno-

$ci jest poélplaszczyzna ograniczona syme- Re
tralng odcinka taczacego punkty z; = —1,
z9 = i (razem z symetralna) oraz dolaczo-
nym do niej punktem —i (rys.).

[] Zadanie 1.6. Podaé interpretacje geometryczng modulu réznicy liczb zespolonych.
Korzystajac z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych
warunki:

t(a) [z —3+4i[=1;  (b) ZH’ =1, (0)2<iz—5|<3;
(d) |2+ 1—2i] >3 oraz |z — 3| <4 () |21 > 1
z — 21| > 3 oraz |z — ; e 2 1
22+1

(f) sin (]2 +2i]) > 0; (g) [z —1+3i] <5; (h*) 3|z +i| < |22+ 1] <5z -1l
Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa

na rysunkach ponizej:

(a) tm 2 (b) Imz (C) Im z
Rez

24

/ N
/ \
‘1 I )
- Rez ! 2 )1
1 & . 1
[} 3 — 51 1]
\ /

\ /

N /

. .

Rez
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(d) Im z (e) fm 2
y N
3 N

. ‘\‘\
—1424 71 ‘. LA
- Q“, 3 ,': Rez

M. /’ Rez

( g ) Im z (h* ) Imz
/ “ \
143: :" y ": Re 2

e

21

S,

1.2. Postac trygonometryczna liczby zespolonej

s,
Ssel

hS

-

B Przykfad 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

(a) —V/5;
(d) V3+i;

(b) —6 + 6i;
(e) V2 — V6i;

(c) —24;
(f) —v/27 — 3i.

Rozwigzanie. Liczbe zespolona z = x + iy (z, y € R)
mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

z=r(cosp+isiny),

gdzie r = \/x2 + y? jest modulem, a ¢ argumentem
liczby z. Dla r > 0 argument ¢ wyznaczamy z wa-

runkow:

cos =

x .
—, sinp =
r

3=

(0<p<2m).

Im z

Rez

Jednak dos¢ czesto korzystamy z interpretacji geometrycznej danej liczby ze-

spolonej i jej argument ustalamy na podstawie rysunkéw i — iv u oraz faktu,
ze argumenty liczb zespolonych z i az dla a > 0 sa takie same.
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(i) Imz (ii) Imz (iii) Imz (iv) Imz
—1+i 14+i —V3+i VB3+i g4 /3 1+/3i ‘
us s ! g
4 5 3 '\ Rez
Rez Rez Rez —1 1
—1
-1—i 1—i _ /35 V3—i —1-V3i 1—+/3i

(a) Dla z = —/5 mamy r = /5 oraz ¢ = 7 (rys. (iv)). Zatem
—V/5 =+/5(cos T +isinm).

3
(b) Dla z = —6+6i = 6(—1+14) mamy r = 6y/2 oraz p = Zﬂ- (rys. (i)). Zatem

3 3
—6—{—61':6\/5 <coszﬂ—|—isin£>.

3
(c) Dla z = —2i mamy r = 2 oraz ¢ = ; (rys. (iv)). Zatem

—21=2 <Cos3—7T —i—isin?)—w).
2 2

(d) Dla z = /3 44 mamy 7 = 2 oraz p = % (rys. (ii)). Zatem

\/§—|—i:2<cosg—i—isin%>.

(e) Dla z = V2 —V6i =2 (1 — \/31) mamy r = 2v/2 oraz wiec ¢ = 5% (rys.

(iii)). Zatem

5 5
ﬂ—\/éi:2\/§<cosg+isin§>.

(f) Dla z = —/27 —3i = 3 (—\/g—i) mamy r = 6 oraz ¢ = %T (rys. (ii)).

Zatem . .
—\/2_7—3i =6 (cos%—kisin%) .

[] Zadanie 1.7. Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci trygonometrycznej:
(a) 7+ 75 (b) V3—i; () =5+5v3i;  (d) —V3—iv3.

Odpowiedzi. (a) 7v/2 (cos(r/4) + isin(n/4)); (b) 2 (cos(117/6) + i sin(117/6)) ;
(c) 10 (cos(27/3) +isin(27/3)); (d) v/6 (cos(5m/4) + isin(57/4)) .
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B Przyktad 1.8. Narysowacé zbiory liczb zespolonych z spetniajacych warunki:
2 3

(a) % < argz < ?W; (b) arg (z+2—1i) =m; (c) 7 < arg [(—1 4 1)z] < 771-
Rozwigzanie. Argumentem gtéwnym liczby ze-
spolonej z # 0 nazywamy argument ¢ tej liczby
spelniajacy warunek 0 < ¢ < 27. Ponadto
przyjmujemy, ze arg(0 = 0.

(a) Zbiér sklada sie z liczb zespolonych, kté-
rych argumenty gtéwne zawarte sa w przedziale

T 27 .
(6’?} Jest to obszar katowy ograniczony
pétprostymi wychodzacymi z poczatku ukladu

Rez

. . ™. 2T . L
i tworzacymi katy — i — z dodatnig czescig osi
Re z. Pierwsza z tych potprostych nie nalezy do
tego zbioru.

(b) Zbiér sktada sie z liczb zespolonych

w=z—(-241), Imz

ktorych argumenty gltowne sg réwne w. Jest e

to polprosta wychodzaca z poczatku ukladu —2+41

(zmienna w) i tworzaca kat m z dodatnia czescia ‘ Rez
osi Rew. W ukladzie wspolrzednych ze zmienna

z jest to ta sama polprosta (bez poczatku) prze-

sunieta o wektor —2 + .

(¢c) W rozwiazaniu wykorzystamy wzor
arg (z1 - z9) = argz + arg zo + 2kmw

dla pewnego k € Z, gdzie 21,22 € C\ {0}. Poniewaz arg (—1+1) = 37/4, wigc
nieréwnosé

. 3T

m < arg [(—1+14)z] < 5

jest rownowazna nieréwnosci

3 3
7T<Z+argz+2k7r<7

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 27, wiec k = 0. Stad otrzymamy

s 3
— < argz < —.
4 4
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I
Szukany zbiér jest domknietym obszarem e
katowym ograniczonym polprostymi wy-
chodzacymi z punktu O (bez tego punktu) -y
. . T . 3T .
i tworzacymi katy R dodatnia cze- z
$cig osi Re z. T Rez

[] Zadanie 1.8. Narysowac zbiory liczb zespolonych z spetniajacych warunki:

(a) argz = (b) T < arg (2 + 3i) < g; (¢) 7 < arg(iz) < 2.

m .
4 6
Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa
na rysunkach ponizej.

(a) Im 2 (C) Imz
/ Rez I Rez
|
|
|

B Przyktad 1.9. Obliczy¢ wartosci wyrazen (wynik podaé¢ w postaci algebra-
icznej):

@ (V3-i)" () (24208

(c) (\}g_:i)ﬁ; (d) (—cosg—i—ising)M.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzor de Moivre’a
Q Q Yy Yy y

2" =7r" (cosny +isinny),
gdzie r = |z|, ¢ = argz oraz n € N. Ponadto wykorzystamy wzory redukcyjne
z trygonometrii oraz rysunki z Przyktadu 77.

11
(a) Dla z = v/3 — i mamy |z| = 2 oraz argz = Tﬂ (rys. (ii), str. ?7?). Zatem

korzystajac ze wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy

32 11 117132 176 176
(\/g—l) = [2 (COS%%-Z'SiH—W)] =232 <cos 37T—|-Z'sin 7T>

6 3

32 2 o 2T
=2 CcoS 587?%—? + 7sin 587?%—? =
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2 2
— 932 ((:os—7T + ¢sin —W) = 232 [cos (77 — E) + 7sin (77— E)]
3 3 3 3

1
= 2% (—cosg + isin E) = 232 <—— —l—zé) = 231 (2\/§— 1) .

3 2 2

3
(b) Dla z = —2+2i mamy |z| = 2v/2 oraz arg z = Zﬂ- (rys. (i), str. 7?). Zatem
korzystajac ze wzoru de Moivre’a otrzymamy

3 3r\1®
(—2+2i)® = {2\/5 (cos ZF + isin Zﬂ)}

= 2'%(cos 6 + isin 67) = 2'?(cos 0 + isin 0) = 212,
(c) Dla z; = 1 —i mamy |2z1| = V2 oraz arg z; = —%, a dla zo = v/3 4+ mamy

|zo| = 2 (rys. (i). str. ??) oraz argzy = % (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze

wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy

(g [Pl
V3+i (\/§+Z~)6 [2( m w)]ﬁ

COSE—i—z’sin—

6
427 . . 427« T . U
- 23 <cos e + 7 sin T) B cos <107T + 5) + 7sin <107T + 5)
N 26 (cos + isin ) N —23
T T
_ CO&§—|—’LSIH§ _ _z
—23 8
s L. T 6m .
(d) Dla z = —cos - + isin - mamy |z| = 1. Ponadto argz = — gdyz ze
wzordéw redukcyjnych wynika, iz
T .. m m . m 6r . . 67
z = —cos7+zsm7 = cos (77— 7) + 281n (77— 7) :COST—FZSIHT.

Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a otrzymamy

( T s n>14 {1< 67r+. . 677)]14
— COS — 7S1n — = COS — 7S1n —
7 7 7 7

= 1" (cos 12m + isin127) = 1.
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L] Zadanie 1.9. Obliczy¢ wartosci wyrazef (wynik podaé¢ w postaci algebraicznej):

() (1 =)' () (L+V3)s (e) (2v3-20)"
T m\10 (1+4)* .o w4
(d) (cos 4 ~isin Z) ; (e) m, () (smg + i cos E) .

Odpowiedzi. (a) —25; (b) 27 (=1 + v/34); (c) —4%%; (d) —i; (e) —32¢; (f) 1.

B Przyktad 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:

(a) cos 3z przez cosx; (b) sin6x przez sinx i cos .

Rozwigzanie.

W rozwiazaniach przyktadéw oprocz wzoru de Moivre’a wykorzystamy wzor
dwumianowy Newtona

(a+b)"=a"+ G) a" b+ (Z) A" Lt (nf 1) ab™ ! 4 b,

(a) Obliczymy warto$é¢ wyrazenia (cos x + i sin z)® wykorzystujac wymienione
powyzej dwa wzory. Z pierwszego wzoru otrzymamy réwnosé

(cos + isinz)® = cos 3z + isin 3.
7Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé
.. 3
(cosx +isinz)” =

= (cosz)> + (?) (cosz)?(isinz) + <;> (cosz)(isin x)* + (isinz)?

= cos®z + 3icos® zsinx — 3cosxsin’ x — isin® x

= ((:os3 x — 3cos z sin’ x) +1 (3 cos? zsin z — sin® x) .

Poréwnujac czesci rzeczywiste prawych stron obu réwnosci otrzymamy

3 2 2

cos 3x = cos®x — 3 cos xsin x:cosx(cos x—3sin2x)

= COS$(COS2$—3—|—3COS2$) zcosx(40052x—3).

(b) Analogicznie jak powyzej obliczymy warto$é¢ wyrazenia (cos z + isinz)®.
Stosujac wzor de Moivre’a otrzymamy rownosé

6

(cosx +isinz)” = cos 6z + isin 6.
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7Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

(cosz +isinz)® =
= (cos )5+ (?) (cos z)®(isinz)+ (g) (cos )} (isinx)?+ (g) (cos x)?(isinx)?

6 . 6 .. .
+ <4> (cos z)%(isinx)+ <5> (cosz)(isinz)® + (isinx)°

= cos® z + 61 cos® zsinz — 15 cos* sin? 2 — 20i cos® z sin® x
2 4 . D : 6
+15cos“ xsin® ¢ + 62 cos xrsin® x — sin” x

= (COSG x — 15cos* zsin? z + 15 cos? z sin* z — sin® x)

+1 (6 cos® zsinz — 20 cos® z sin® 2 + 6 cos x sin® ) .

Poréwnujac czesci urojone prawych stron obu réwnoéci otrzymamy

sin 6z = 6 cos® z sinx — 20 cos® z sin® z + 6 cos z sin® .

[] Zadanie 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:

(a) sin 3z przez sin x; (b) cosdx przez sinz i cosx.

Odpowiedzi. (a) sinz (3 — 4sin® z); (b) cos?z — 6 cos? zsin® z + sin” z.

1.3. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolone;j

B Przyktad 1.11. Stosujac posta¢ wykladnicza liczby zespolonej z rozwiazaé
réwnania:

(a) 22 =(2)% (b) 2)°=4[2; (¢)

Rozwigzanie.
Zastepujac symbolem e’ wyrazenie cos ¢ + isin ¢ wystepujace w postaci try-
gonometrycznej liczby zespolonej

z = r(cos ¢ + isin @)

otrzymamy postaé¢ wykladnicza tej liczby, tzn. wzér z = re’?. Rozwigzan poda-
nych réwnan bedziemy szukali w postaci wykladniczej. Ponadto przy rozwia-
zywaniu rownan bedziemy korzystac z tego, ze dwie niezerowe liczby zespolone
sg sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich modutly sg réwne, a argumenty
réznig sie o wielokrotno$é 2w, tzn. dla z; = r1e¥P1, 2o = roe™P2 1,19 > 0,
mamy

21 =29 <= 11 =719 Oraz ) = o + 2kmw, k € Z.
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(a) Latwo zauwazyé, ze z = 0 spelnia réwnanie. Niech teraz z # 0 i z = re’?,
gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27w. Wtedy z = re”*¥. Ponadto, ze wzoru de
Moivre’a, mamy

4 o .
22 =1r2e?? oraz (2)° = rle ¥,

Zatem dla r > 0, otrzymamy

2 2

_\9 . o . o
P :(Z) \5 T'2€2up:7" e 2ip \5 6214,0:6 2ip

k
= 2 = 2o+ 2kr (k€ L) <:><p:7”d1ak:o, 1,2, 3.
Tak wiec, oprécz 0 rozwigzaniami sa liczby zespolone postaci z = re'?, gdzie
r >0 oraz ¢ = % dla k =0, 1, 2, 3. Poniewaz

0

. T
va

e =cos0+isin0=1, e :cos§+isin2 =1,
i - ;.37 3T R 1 .
e’ =cosm+isinT=—1, e 2 zcos7+zsm7:—z,

gdzie r > 0. W interpretacji geometrycznej rozwiazaniem jest suma osi rze-
czywistej 1 urojonej.

(b) Latwo zauwazyé, ze z = 0 spetnia réwnanie. Niech teraz z # 0 i z = re’?,
gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 2m. Woéwczas Z = re”*? oraz ze wzoru de Moivre’a,
mamy (2)6 = r6e70%. Dalej |2?| = r?, a wigc

(z)% =4 22| <= r8e7 0% = 4r? = e 0 = 4920
— 9 =4r? oraz —6p=0+2km, ke Z

k
= r:\/iorazgozg, k=0,1,2,3,4,5.

Zatem oprécz zg = 0 rozwiazaniami sg liczby ze-

~ k
spolone postaci z = v/2¢™?, gdzie ¢ = ?ﬂ' dla k =

23

0,1, 2, 3, 4, 5. Obliczajac ¥ dla wyznaczonych

wartosci o, otrzymamy rozwiagzania:
24

2 6 2 6
T .

24 = —Z1, &5 = —29, 26 = —Z25- %5

z3

Sa one przedstawione na rysunku.
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(c) Poniewaz z # 0, wigc réwnanie mozemy przepisa¢ réwnowaznie w postaci
2?2 = (1) - (2)°

Niech teraz z = re'?, gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 2m. Woéwczas, jak w poprzednim
przykladzie, Z = re~ oraz ze wzoru de Moivre’a (z)® = r3e 3. Dalej |2|? =

r2, a wiec dla r > 0, otrzymamy

212 2 = (=1)- (3)° <= r?- (rew) =e'm. (r?’e*?’i‘f’)
= 3l = p3eiT39) 0y ol = (HT—39)
= p=m1—-3p+2knm, ke Z
w  kw

<— p=—+—,k=0,1,2,3.
SD 4+2’ bR B}

Tak wiec, rozwiazaniami sg liczby zespolone postaci

T km

. . , . . us
0, 1, 2, 3. Zatem rozwiazania réwnania tworza dwie 1

z = re', gdzie r > 0 oraz ¢ =

T
proste nachylone do osi rzeczywistej pod katami 1 _

oraz T przechodzace przez punkt O, ale bez tego

punktu (rys.).

[] Zadanie 1.11. Stosujac postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej z rozwiazaé réwnania:
(a) 7 =7 O =22 (© @2 = o

(d) [2* = iz%; (e) 2% = (2)° (f) [25] = =*.

Odpowiedzi. (a) 0,1,V2/24+v/2i/2,i, —V/2/2+V?2i/2, -1, —V2/2 = V/2i/2, —i,v/2/2 —
\/51/ 2; (b) suma trzech prostych: osi rzeczywistej oraz prostych nachylonych do tej
osi pod katem 7/3 i przechodzacych przez punkt O; (c) okrag o $rodku w punkcie O
i promieniu v/2; (d) suma trzech pélprostych o poczatku w punkcie O : nieujemnej
czedel osi urojonej oraz pélprostych nachylonych do niej pod katem 27/3; (e) suma
szesciu prostych przecinajacych sie¢ w punkcie O : obu osi oraz prostych nachylonych
do tych osi pod katem =/6; (f) 0,1,i,—1, —i.

B Przyktad 1.12. Stosujac wzory Eulera przedstawié:

(a) cos® x;  (b) sin®z.

w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnosci kata x.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach wykorzystamy wzér dwumianowy Newtona
(zobacz Przyktad 77, str. ??) oraz wzory Eulera:
eim + efi:v ei:v _ efi:v

(1) cosT = ————, (2) sinx:T,
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gdzie x € R.
(a) Korzystajac ze wzoru (1) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzy-
mamy
1 5
cos® z = -5 e+ 67”‘4)

5
e () ) e (G e (e’
o(5) ) () )+ ]

1 ; . . . . ;
— ﬁ (6511 4 5632:1: 4 10e%® 4 10~ 4 567311 + 675@1)

i 6i5a: + e—i5a: N 5ei3x + 6—i3x N 106“‘" + e—im

24 2 2 2

1

= 16(COS5.%' +5cos 3z + 10cos x).

(b) Korzystajac ze wzoru (2) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzy-
mamy

= [ () e () )
(5) = () 7 = (e )+ ()]

_ (eﬁm — 66t 4 1521 — 20 + 15e— 2% — ge—diT 4 e—(m)

26
1 16z —i6x 1dx —idx 2% —i2x
I +e _66 +e +15€ +e _ 10
25 2 2 2
1
=5 (10 — 15 cos 2z + 6 cos 4z — cos 6x) .

Uwaga. Otrzymane zaleznosci mozna wykorzystaé¢ do obliczania calek nieozna-

czonych funkcji cos® z, sin® z.

[ Zadanie 1.12. Stosujac wzory Eulera przedstawié:
(a) sin® z; (b) cos? x; (c) sin® ; (d) sin® z + cos* .

w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnosci kata x.
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Odpowiedzi. (a) (3sinz—sin 3x)/4; (b) (14-cos2x)/2; (c) (sin bz—>5sin 3z+10sinx)/16;
(d) (cosdx + 3)/4.

1.4. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

B Przyktad 1.13. Korzystajac z definicji obliczy¢:
(a) VIT=3;  (b) 5.

Rozwigzanie. Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy
kazda liczbe zespolong w, ktéra spelnia rownosé w™ = z. Zbiér pierwiastkéw
stopnia n z liczby zespolonej z oznaczamy przez ¥/z.
(a) Niech w = x + iy, gdzie z,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy
spelnia on réwnos$é w? = 4i — 3, czyli
(z+iy)* =4i — 3.

Stad

z? + 2izy — y? = 4i — 3.

Réwnanie to jest rownowazne uktadowi réwnan

272 _ y2 — _3,
20y =4,
ktérego rozwiazaniem sa pary liczb:
r=1,y=2; z=-1,y=-2.
Zatem pierwiastkami liczby zespolonej 4t — 3 sg w1 = 14 2i oraz wy = —1—21.
Tak wiec v4i —3 = {1+ 2i, —1 — 2i}.
(b) Niech w = x + iy, gdzie x,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy
w3 =8, czyli
(z +1iy)® = 8.
Stad
3+ 32':623/ — 3:Uy2 — z'y3 = 8.
Réwnanie to jest rownowazne kolejno uktadom:
x® — 3zy? =8, z (22 — 3y?)
2%y —y* =0 y (32 — ¢?)
7 drugiego réwnania ukladu wynika, ze y = 0 lub 322 = y2. Wykorzystujac
te zaleznoéci w pierwszym réwnaniu ukladu otrzymamy 22 = 8 lub —823 = 8.

)

8
0.
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Stad x = 2 lub x = —1. Ostatecznie rozwiazaniem uktadu réwnan sa pary
liczb:

Zatem pierwiastkami sa: w; = 2, wy = —1 + /3 oraz w3 = —1 — i/3. Tak

wice V8 = {2, —1+iV3, —1— zx/§} .
[] Zadanie 1.13. Korzystajac z definicji obliczy¢:
(a) v—11 + 604; (b) Vi; (c) V16.

Odpowiedzi. (a) {5+ 6i, —5 — 6i}; () {—i, (V3+1i)/2,(—V3 + i)/Q};
(c) {2,2i,~2, ~2i}.

B Przyktad 1.14. Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej:

(a) V=273 (b) \/-8+8V3i;  (c) V1.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzér na pierwiastki stopnia n z
liczby zespolonej z # 0 o argumencie . Wzor ten ma postac:

\77;: {wo’wla--- awnfl}’

gdzie
2k 2k
wy, = {/]z| <COSu +isinu> dla k=0,1,...,n—1.
n n
(a) Dla z = —27 mamy |z| = 27 oraz arg z = 7. Zatem

2k 2k
V=27 = {\?/2_7<COS7T+T7T —|—isin7T+T7T> c k :0,1,2}.

Dla k =0, 1, 2 otrzymamy odpowiednio:

Imz
1 3
w0:3<cosg+ising):3<§—|—§i>, .
27
=3 =3(-140-¢)=-3 Y=
wq (cosm +isinm) (=1+0-1) , " A3 ;
_3< 57T_|_ 57T>_3 1 \/g Rez
wy =3 (cos— +isin— ) =35 ——-i.
3,5 ———

3 33 3 33 .
Stad \3/—27:{54-—\/_1',— = \/_2}.

2
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(b) Dla z = —8 + 8/3i mamy |z| = 16 oraz arg z = 27/3. Zatem

p P
. —7T—i—2k71' —7T—|—2k:7r
V-8+8V3i={V16|cos 23— +isin3— | : k=0,1,2,3

4 4

Tak wiec dla k = 0,1, 2,3 mamy odpowiednio:

2 1
w; = 2 <cos——|—lsm—ﬂ) =2 ———|—£i = —1—|—\/§i,
3 2 2
7 7 3 1
wo = 2 (COS—F—I—’LSiH—ﬂ-) = —i——i = —\/g—z,
6 2 2
) ) 1 3
wg = 2 (cos ?W—l—ising) =2 (5—\/7—2> =1—/3i.
Im z
wy
a7 2
\6
2 Rez
w2
3

Stad \/—8 + 8v/3i = {\/§+i,—1+\/§z‘,—\/§—z‘,1—\/§z‘}.

(c) Dla z = 1 mamy |z| = 1 oraz argz = 0. Zatem
0+ 2k 0+ 2k
x‘ﬁz{x‘ﬁ(eos +6 T 4 isin +6 ”):k:o,l,...,f)}.

Tak wiec dla k =0,1,2,3,4,5 mamy odpowiednio:

1 3
wp =1(cos0+isin0) =1, w; =1 (COS%—F’iSng) = 5—{—%1’,
2 2 1 3
we =1 (cos?ﬂ—i—isin%) = —5—1—%1} wg=1(cosT+isinm) =—1,

< dr 47r> 1 V3. ( 5t 57r> 1 V3
wg=1{cos—+isin— | =—=——i, ws=1(cos— +1isin— | =—-——1.
3 3 2 2 3 3
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1 3 1 3 1 3.1 3
Ostatecznie V1 = {1,5 g i, — —i—i —1,—§—§i,§—§i}.
Imz
wo w1
B,
w3 wo
1 Rez
w4 5

[] Zadanie 1.14. Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej:
(a) V=1 ++/3i; (b) /—27i; (c) V—4; (d) V/—64; (e) V/32i;
(f) &/—1+74; (2) V—-8+8V3i; (b*) Vi; (i*) 2+ 2i.

Odpowiedzi. (a) {\/5 (1 + \/§z) /2,-/2 (1 + \/32')/2};

(b) {3i, -3 (\/§+ i)/2,3 (\/5 - i)/Q}; (€) {144, —1+i,—1—i1—i};

() {\/_+i 2, —V/3 +1, f\f—i,f%,\/ﬁ—z'};

(e) {2 (cos(w/10) + isin(7/10)) , 24, 2 (cos(97/10) + i sin(97/10)) ,

2 (cos( 1371'/10) + 4sin(137/10)), 2 (cos(177/10) 4 i sin(177/10))} ;

£ {140/ V3, [(-1-V3) +i (-14V3)] /202, [ (-143) +i (-1-VB)] 202}
g) {\/_+z,—1+\/§i,—\/§fi,1f\/§i};

(h*) {£(a + bi), £(b— ai)}, gdzie a = 1 + V/2b; b= 1/1/4+2V/2,
() {(a+)/v2a,[(1 - @) + (a = 1)i] /v2a,(~1 — ai)/v2a}, gdzie a = 2+ V3.

(
(

B Przyktad 1.15. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkow obliczyé pozo-
state:

12
() VB=-5)% ) YT+0% (0 {/(VB-i) .
Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzoér wyrazajacy elementy zbioru

\77; = {ZU(],ZUl, s awnfl}

w zaleznosci od wybranego pierwiastka wg, przy czym argument gtéwny wg
niekoniecznie musi by¢ najmniejszy:

2k . 2kmw
wE = wp [ cos — +isin— |, gdzie 1 <k<n—1.
n n
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(a) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(3 — 5i)? jest liczba zg = 3—5i.
Drugi element tego zbioru wyraza sie zatem wzorem

wy = wp (cosm +isinm) = (3 —5i)- (—1) = -3 + 5i.

(b) Tu jednym z elementéw zbioru /(1 + )8 jest liczba wo = (1 +4)? = 2i.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem

2k 2k
W = Wo (COSTW + ¢sin Tﬂ) , gdzie k=1,2.

Zatem

2 1 3

w; = 21 (cos% —i—z‘sin?) =2 <—§+ §2> = —\/g—z',
4 3

wy = 24 (cos% + 7 sin ) V3

12
(c) Jednym z elementéw zbioru 1, (\/§ - z) jest liczba

o= (5" = Pl () e ()]
-5 (on (-5) v (-5) =

Pozostate elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem

2km . 2kw .
Wy, = Wy (COS e + i sin T) , gdzie k=1,2,3.

Zatem
— _8i(cos~ fisint) =—8-i=8
w1 2 2 )

wy = —8i(cosm +isinm) = -8 - (—1) = 8,

3 3
w3z = —8& (cos g + 7sin 771-) = —8; - (—z) = _8.

[] Zadanie 1.15. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkéw obliczy¢ pozostate:

(a) /(5 —4i)*; (b) /(=24 3i)% (¢) /(2 -19)% (d) /(2 —20)°.
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Odpowiedzi. (a) {9 — 40, =9+ 40:}; (b) {—2 + 3¢, —3 — 2,2 — 34,3 + 2i};
(©) {3 —4i,—3/2 4 2V3 + 20+ 3v/3i/2,—3/2 — 2v/3 + 2i — 3\/31'/2};

(@ {-1601+10),8 (1+v3+i—iv3),8 (1-v3+i+iv3)};

B Przyktad 1.16. Znalez¢ rozwiazania réwnan:

() 25 = (1= V3 (b) (= i)t = (2 + )",

Rozwigzanie.

(a) Zauwazmy, ze rozwigzanie réwnania 2% = (1 — v/3i)% sprowadza sie do
znalezienia zbioru pierwiastkéw 6-tego stopnia z liczby (1 — v/37)5. Jednym
z elementéw tego zbioru jest oczywiscie liczba wg = 1 — /3i. Pozostale ele-

menty tego zbioru wyznaczymy korzystajac ze wzoru podanego w poprzednim
przykladzie. Mamy

2 2k
wk:w0<cos%—|—isi ]g > (1—\/_1) (COS?—F’LSIH%) (1 <k<DH).

Zatem

1\/§z

%

[

1= (1= V3i) (cos

2= (1-3i) (cos— 4 isin 27
s = (1= V3i) (

1= (1-V30)

)
—V/3i) (cosT +isinm) = (1 - \/gz) (=1) = -1+ V34,
1—/3i (Cos— +isin )

(b) Oczywiscie z # —i. Zatem réwnanie ma réwnowazng postacé

—_i\4
()
Z+1

ktora jest z kolei réwnowazna alternatywie réwnan

zZ—1
z+1

= Wk (0</€<3),

gdzie wy, sa elementami zbioru v/1. Poniewaz

% = {wo’ w1, W2, w3} - {17 _17i7 _2}7
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zatem réwnania te przyjmujg postaé
z—i=2z+i lub 2—i=—(2+i) lub z—i=i(z+i) lub z—i= —i(z+1).

Pierwsze z tych réwnan jest sprzeczne, a pozostale maja odpowiednio rozwia-
zania 21 = 0, 29 = —1, 23 = 1.

[] Zadanie 1.16. Znalezé rozwigzania réwnan:

(a) 2* = (1 —0)% (b) (2 =1)% = (i — 2)%

(c) 23 = (iz +1)3; (d*) (z+2i)® + (2 — 20)® = 0.

Odpowiedzi. (a) 1—,1+4,~1—i,—1+i; (b) (1+0)/2, (2= V3+i) / (3+iV3),
<2+\/§+i)/(3—z’\/§), (2—x/§—¢)/(1+z‘\/§), (2+\/§—¢)/(1f¢\/§);
(@ 1/(—i), =2/ (1+i (2= V3)), =2/ (1+i (2+ V3));

d*) 21 =2V2 <\/74\/§+¢\/4\/§5>, 2 =T, 23 = —21, 24 = —7,

25:2\/5(\/7—1—4\/5-1-1'\/4\/54-5), 26 = 25, 27 = —25, 28 = —2Z5.




