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Wstep

Niniejszy zbior zadan* jest druga czescia zestawu podrecznikéw do kursu
Algebra z geometria analityczna. Pierwszg czedcia zestawu jest ksiazka pt.
LAlgebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”, a trzecig —
opracowanie pt. ,Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy”. Pod-
reczniki te sg przeznaczone gléwnie dla studentéow politechnik. Moga z nich
korzysta¢ takze studenci wydzialow nauk Scistych i przyrodniczych uniwersy-
tetéw oraz uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych i wojskowych.

Zbioér ,,Algebra i geometria analityczna. Przykiady i zadania” zawiera przy-
ktadowe zadania z rozwigzaniami przedstawionymi ,krok po kroku” oraz po-
dobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy. Przykltady i zadania obej-
muja liczby zespolone, wielomiany, macierze i wyznaczniki, uklady réwnan
liniowych, geometrie analityczng w przestrzeni oraz krzywe stozkowe. Mate-
riat teoretyczny niezbedny do rozwiazywania zadan mozna znalezé w ksiazce
pt. ,Algebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”. Poczat-
kowe podpunkty przyktadéw i zadan sa z reguty najprostsze. Z kolei przyktady
i zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze. Kierujemy je do ambitnych stu-
dentéw. Studentéw zainteresowanych rozwiazywaniem trudnych i nietypowych
zadan z algebry zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,,Studencki konkurs ma-
tematyczny. Zadania z rozwigzaniams .

Do tego wydania dotaczono kilka nowych przyktadéw i zadan w rozdzia-
tach ,Geometria analityczna w przestrzeni” oraz ,,Krzywe stozkowe”. Ponadto,

poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o zbiorze.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

*Do 2005 r. ksiazka miata tytul , Algebra liniowa 1. Przykiady i zadania”.






Liczby zespolone

1.1. Postac algebraiczna liczby zespolonej

B Przykfad 1.1. Wykona¢ dzialania:
(a) (=24 3i) + (7—8i); (b) (4i —3) — (1 + 107);

© (VE+i)- (3= V) (@)

(e) (3 —2i)%; (f) (24 5i)(2 — 50).

Rozwigzanie. Dzialania dodawania, odejmowania i mnozenia na liczbach zespolonych
w postaci algebraicznej x + iy (z,y € R) wykonujemy tak, jak na wielomianach
zmiennej i, pamigtajac o warunku 2 = —1. Natomiast w przypadku dzielenia liczb
zespolonych stosujemy przeksztalcenie

r4iy  (z+iy)(u—idv)  (z+iy)(u—iv)

u+iv  (u+iv)(u—iv) u? + 02

W zbiorze liczb zespolonych prawdziwe sg tozsamosci znane dla liczb rzeczywistych:
a?—b*=(a—b)(a+b), (a—0b)?=a®—2ab+? (a+0b)? = a®+2ab+b?, itd. Zatem
mamy kolejno:

(a) (—2+43i)+(7—8i) = (=2+7)+(3—8)i = 5—bi.

(b)  (4i—3)—(1410i) = (—3—1)+(4—10)i = —4—6:i.

(© (V2+i)(3-VBi) = v23-v2VEi+3i—V3% = (3v2+V3)+(3 - V6) i
2-3i  (2—-3i)(5—4i) 10—8i—15i+12%2 —2—23i 2 23

@ ST m T Grmeon) 25 — 1642 T4 a4

(e) (3—2i)% =32-3-2i+(2i)® = 9—6i+4i? = 9—6i—4 = 5—6i.

(f)  (2450)(2—5i) = 22— (5i)* = 4-25i* = 4425 = 29.

[J Zadanie 1.1. Wykonaé¢ dziatania:

() (1= 3i) + (4= 50);  (b) (1+v2i) = (VB=6i);  (¢) (1—4)(6+5i);
(@) 230 (0 (Vi-v3i)- (Vi+v3i): () (va—-i).

142




10 Rozdziat 1. Liczby zespolone

Odpowiedzi. (a) 5 — 8i; (b) 1 — V3 + (6 +v2)4; (c) 11 —i; (d) 5/2 4 i/2; (e) 10;
(f) —8i.
B Przyktad 1.2. Znalezé liczby rzeczywiste x,y spelniajace réwnania:
(a) z(2+ 3i) + y(4 — 5i) = 6 — 24; (b) (x — i) - (2 —yi) = 11 — 233;
x Y r+3—2
(c) ;

—1 ) A
5_3i 342 ) =173 ‘

Rozwigzanie. Dwie liczby zespolone sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwne ich
czeSci rzeczywiste i urojone, tzn.

. — Rez; = Rezo,
21 = 22 Im 2z = Im 29.
(a) Mamy z(2 + 3i) + y(4 — 51) = (2z + 4y) + (3z — Sy)i. Zatem
(24 3i) + y(4 — 5i) = 6 — 2 < (2z + 4y) + (3z — 5y)i = 6 — 2i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego rownania otrzymamy
uktad réwnan

3xr — by = —2.
Rozwigzaniem tego ukltadu jest para z =1, y = 1.

(b) Mamy (z —1) - (2 —yi) = 2z — y) + (=2 — zy)i. Zatem
(x—14)-(2—yi)=11-23i < 2z —y)+ (-2 — zy)i = 11 — 23i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego rownania otrzymamy

uktad réwnan

{2x+4y=6,

{ 2z —y = 11,
-2 —zxy = —23.
Uktad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan:
{1 e s = {8t s = {52 m {5200
(¢) Mamy
x y x(2 + 3i) y(3 — 2i)

53 3+2i (2—-3i)(2+3i)  (3+2i)(3 — 2i)
2x—|—3a:i+3y—2yi _ 23:+3y+3x—2y2_
13 3 13 3

Zatem

2 3 3x—2
x+y 1<:>x+y+xy¢

2-3i '3+2 13 13

=1 <= (22 + 3y) + 3z — 2y)i = 13,

Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy
uktad réwnan

2z 4+ 3y =13,
3z —2y =13 =0.

Rozwigzaniem tego ukltadu jest para z = 2, y = 3.
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T+3—2

d)M
(&) Mamy ===

=1—4Stadx+3—-2i=(1—1i)(y—4+1), zatem

(x+3)—2i=(y—3)+ (5 —y)i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania otrzymamy uklad réwnan

r+3=y—3,
—2=5-y

Rozwiazaniem tego ukladu jest parax =1,y = 7.
[J Zadanie 1.2. Znalez¢ liczby rzeczywiste z, y spetniajace réwnania:
(a) (2 +3i) +y(5 —2i) = =8+ T4; (b) 24 yi) - (z —3i) =7 —1;

14+ yi z+yt 99—
3t — d = .
(C)m—2z ()x—yz 942

Odpowiedzi. (a) z = 1,y = —2; (b) nie istnieja takie liczby; (¢) x = 5,y = 17;
(d) x e R\ {0}, y = —2x/9.

B Przykfad 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ rownania:
(a) 22 + 32 = 0; (b) 2z + (1 +14)z =1 — 3i;
z+1
(© (@) 2
(e) (z4+%)+i(2—%) = 2i — 6; () (1 =3)z=>5+1i—z;
1—30 2i—3
(8) ; (

22 —z4+1=0;

c =—-1

g h*) 22 —iz+2=0.

32+2 5—2iz
Rozwigzanie. Sprzezeniem liczby zespolonej z = = + iy, gdzie z,y € R, nazywamy
liczbe zespolona Z okreslona wzorem z = = — iy.
(a) Niech z = x + iy, gdzie x,y € R. Wtedy
22437 = (z+iy)” + 3(x + i)

= 2% — y? + 22yi + 3z — 3yi = 22 — y? + 3z + (2xy — 3y)i.

Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22 + 3% = 0, otrzymamy
uktad réwnan

22—y +32=0,
2zy — 3y = 0.

Uktad ten jest rownowazny kolejno uktadom:

2?2 —y* + 3z =0, 22 —y?+32 =0,
{y(2x—3):() “ly=01lubz=3/2

x=0 r=—-3 x =3/2, r=3/2,
= Tl Tl 1
{y:O “b{yzo ub{y:3\/§/2 ub{y:—3\/§/2.
Zatem réwnanie 22 + 3% = 0 ma cztery rozwiazania:

21 =0, 29 = =3, zgzg(l—i—\/gi), z4:g(1—\/§i).
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(b) Niech z = = + iy, gdzie z,y € R. Wtedy
22+ (1+4)Z = 2(x +iy) + (1 + i) (x — iy)
=2r+2iy+z—iy+iz+y=Bzx+y)+ (x+y)i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 2z 4+ (1 + )z = 1 — 34,
otrzymamy uktad réwnan

3z +y=1,
T +y=-3.
Rozwigzaniem tego ukladu jest para x = 2, y = —5. Zatem z = 2 — 5.

(c) Wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego az? + bz + ¢ = 0,
gdzie a,b,c € C oraz a # 0 :
—b—9§ _ —b+9

2a > ?T 24

W tych wzorach § jest jedna z liczb zespolonych spetiajacych warunek 62 = A =

zZ1 =

b2 — 4ac. Dla réwnania kwadratowego 22 —z+1 = 0 mamy A = —3 = (\/3@)2 . Zatem
5 = /3i oraz
1—/3i 1+/3i

21 = , 22 = .
2 2
(d) Niech z = = + iy, gdzie z,y € R. Wtedy dla Z # 1 mamy
1
;i—l =-l<=z24+1l=-72+1<= (z+1)+iy=(—z+1)+iy.

Poréwnujac czesci rzeczywiste 1 urojone obu stron tego réwnania, otrzymamy uktad
rownan

r+1l=—-x+1,
y=y.
Rozwiazaniem tego ukladu réwnan sg pary (0, y), y € R. Zatem rozwiazaniem row-
nania (z 4+ 1)/(Z — 1) = —1 sa liczby zespolone postaci z = iy, gdzie y € R. Liczby te
speliaja warunek z # 1.
(e) Niech z = x + iy, gdzie z,y € R. Wtedy
(z4+2)+i(2—%2) = [(x+iy) + (x —iy)] +i[(z + iy) — (z —iy)]
=2z 412y =2z —y).
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + z)+i (z — Z) = 2i—6,
otrzymamy uktad réwnan

0=2.

Jest to uklad sprzeczny, zatem réwnanie nie ma rozwiazan.

{2(96—21) = —6,

(f) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci (i — 3 + 1)z = 5 +i. Stad wynika,
ze
. 54+4i  (5+i)(=2—14) -9-Ti
244 (=249 (-2—-14) 5
g) Dla z # —2i/3 oraz z # —51/2 rozwazane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
Dla 2 # —2i/3 £ _5i/2 . . o . . . .
(1 —3i)(5 —2iz) = (32 + 2i)(2i — 3).
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Stad wynika, ze
5—2iz — 151 — 62 = 61z — 92 — 4 — 61,
a wiec
2(=21—6—6i+9) = (=5 + 15 — 4 — 6i).
Zatem
—9+9 (-9+9)(3+8) —99—45i 99 45

3-8  (3-s)B3+s) 73 13 13"
(h*) Niech z = x + iy, gdzie z, y € R. Wtedy

2 —iz+2 = (z+iy)® —i(z+iy) +2
2?4+ 2izy —y? —iz —y+2
=(®—y*—y+2)+i(2zy —2z) =0.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22 —i 242 = 0, otrzymamy
uktad réwnan

2 —y?—y+2=0,

20y —x = 0.
Z drugiego réwnania wynika, ze z = 0 lub y = 1/2. Po wstawieniu = 0 do pierwszego
réwnania otrzymamy rozwiazania:

r=0,y=1, =0, y=-2.

Natomiast po wstawieniu y = 1/2 otrzymamy réwnanie kwadratowe bez rozwigzan
rzeczywistych. Zatem réwnanie wyjSciowe ma dwa rozwiazania z; = i, 2o = —2i.

[J Zadanie 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ rownania:
144 2-—3i
(a) 2 = 4 () — = ===
z
c) 22 — 4z + 13 = 0; d) (z+2)? =(z+2)%
e) 2z + % = 6 — bi;
)

(
() (141)z+3(z—i) = 0;
241 1—2
; (
(

Y]

(
(

= h - 0
) prrr i o Fhi—z+i=0;
(i*) 22 — (6 +1i) 2z + 11 — 7i = 0; i*) 23 — 6iz2 — 122+ 8i = 0.

Odpowiedzi. (a) 0,4, —2 + 2iv/3, —2 — 2iy/3; (b) brak rozwiazan; (c) 2 — 3i,2 + 3i;
(d) Rez=—-21lubImz=0; (e) 2 —5i; (f) (34 124)/17; (g) (7 —1)/6; (h) z € R;
(i*) 1 — 24, 5+ 34; (j*) 2i.

B Przyktad 1.4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelnia-
jacych warunki:

(a) Im [(1 + 2i) z — 3i] < 0; (b) Re (z —14)? > 0;
(c) 22 = 2Re (i2); (d) Re (23) > Im (23) .
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Rozwiazanie.
Niech z = x + iy, gdzie =,y € R, bedzie dowolng liczba zespolona.
(a) Mamy
Im [(14 2i)z —3i] <0 < Im [(1 4 2i)(z +iy) — 3i] <O
— Im [(z—2y)+ 2z +y—3)i] <0
— 2r4+y—-3<0<=y<-2x+3.
Poszukiwany zbiér jest pdlplaszczyzna otwarta, bez prostej y = —2x + 3 (rys. (a)).
(b) Mamy

Re (2 —i)? >0 <= Re [(z +iy —i)?] 20 <= Re [z +i(y — 1)]* > 0
< Re[2°—(y—1)2+22(y—1)i] > 0= 2" — (y—1)*>0
= 22> (y-1)? = |z| =y 1|
Poszukiwany zbiér jest suma dwoch obszaréw katowych ograniczonych prostymi y =
1 -2,y =1+ z, lacznie z tymi prostymi (rys. (b)).
(c) Mamy
2?2 =2Re (iz) <= (z +iy)? = 2Re[i(z + iy)]
— 2% —y? +i20y = 2Re [~y + i7]
— 22 —y? +i2zy = -2y
Ostatnia réwnosé jest réwnowazna ukladowi réwnan
{ a? —y? = =2y,

Uklad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan
2 _ .2 _ 2 _ o9, 2 _
{x y° 4+ 2y =0, {:){y 2y =0, 1ub{x 0,

x=0luby=0 z=0 y=20
xz =0, xz =0,
<:>{y:0 lub{y:2_

Poszukiwany zbiér sklada sie zatem z dwdch punktéw z; = 0, z2 = 2i (rys. (c)).
(d) Mamy
2 = (x +iy)® = 2 +i32%y — 3wy® —iy® = 23 — 3ay® +i (3x2y — y3) .
Zatem
Re (z3) > Im (z?’) — 23 - 329? > 322y — o°
— 23 +y® —3xy® — 322y >0
= (v+y) (2 —ay+y?) —3ay(z+y) >0
= (z+y) (a? —dzy+9*) >0
— (v+y) [(y—2x)* —32%] >0

= (y+2)[y—2+V3)z][y—(2—-V3)z] > 0.
Ostatnia nierowno$¢ jest rownowazna alternatywie warunkéw:
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Vv

(y+;v>00razy—(2+\/§)x>00razy—(2—\/§)x 0) lub
(y+a:>00razy—(2—|—\/§)x<00razy—(2—\/§)x<0) lub

(y+;v<0 0razy—(2—|—\/§)x>00raz y—(2—\/§)x

N

0) Tub

(y+a:<0 oraz y—(2+\/§)x<0 oraz y—(Z—

Rozwiazanie tej nieréwnodci przedstawiono na rysunku (d).

a2

x)O).

&
() Y (b) y (©) y @) Yy e
x <
N +
Y \@\ N
\ ; i
O\ 21 >
\\ VD
\ & T
N X €x
\ P o b2 kQ/ \/73)\ &\\
N T $ < 0 = 2
\ X S
5 //\ “
N ) &

Uwaga. W Przyktfadzie 1.11 przedstawimy inny sposob rozwiazania zadan tego typu.

(] Zadanie 1.4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelnia-
jacych warunki:
(a) Re (iz +2) > 0; (b) Im 22 < 0; (c)z—i=z—-1,

4 1+1z

(d) ;:E; (e) Iml—iz =1;()zz+(b5+i)z+(b—-9i)z+1=0.

Odpowiedzi. (a) p6iplaszezyzna Im z < 2; (b) druga i czwarta éwiartka uktadu wspél-
rzednych bez obu osi; (c) zbidr pusty; (d) okrag o §rodku 0 i promieniu 2; (e) okrag o
srodku 1 — ¢ i promieniu 1, bez punktu —i; (f) okrag o $rodku —5 + 7 i promieniu 5.

B Przykfad 1.5. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:
(a) 4i; (b) 12i =55 () (4 +3) (V2—1i);

2—i = N4
(d) W; (e) V5 +2i; () (1—\/52).

Rozwigzanie. Modul liczby zespolonej z = x+1iy, gdzie x,y € R, jest okreslony wzorem

o= VT
Wykorzystamy nastepujace wlasnosci modutu liczby zespolone;j:
(1) lo1- 22| = |za| - Jz2l, (@) 2" =2, (3) |aa/z2| =l /12|, (4) [2] = 2]
Mamy kolejno
(a) |4i|=VITT =4
(b) [12i — 5| = \/(—5)2 + 122 = /169 = 13;
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(©) [(4i+3)(vVZ—i)| Y 14i+3] [VZ—i| = VT2 (V2) + (-1)2 = 5v/3;

(@ 2—i |@ [2-4d _ V2+(-1)2 V5
V3i—1|  |V3Bi—1] (—17? + (v3)° 2

() |[VB+2| @ |VE+2i|=/(v5) +22 =3
(f) '(1—\/§i)4' @ ’1—\/%"4: ( 12 + (—\/§)Q>4: (\/5)4:9.

[J Zadanie 1.5. Obliczy¢ moduty liczb zespolonych:

(2) —V3i (b) 685 (c) (i-3) (V5 +2i);
(@(mq@f; (@éji; @1+Mgma€<—%g)

Odpowiedzi. (a) v/3; (b) 10; (c) 6; (d) 32; (e) v/10/5; (f) 1/ cosa.

B Przyktad 1.6. Podaé interpretacje geometryczng modulu réznicy liczb ze-
spolonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych
z spelniajacych warunki:

@le+1-2i=3 M) 2<letil <4 () (1 +14)z —2| > 4
3
z—1-3i
(8) |5 | <1 () =1 < |il < [a=243l; () |(=+9)°] > |2 +1],

Rozwigzanie. Modul réznicy liczb zespolonych z1, 29 jest dlugoscig odcinka taczacego
punkty 21, 2o plaszczyzny zespolonej (rys.).

Imz

Al
‘ Rez

W rozwiagzaniach wykorzystamy wtasnosci modutu podane w poprzednim przykta-

dzie.
Im z

(a) Mamy

|z4+1—2i|=3<= |z —(—1+2i)| =3.
—14-2i
Szukany zbiér sklada sie z punktéow z po-
tozonych w odlegloéci r = 3 od punktu 3
2o = —1+2i. Jest to zatem okrag o srodku Re
zo = —1 4 2¢ i promieniu r = 3 (rys.).
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(b) Mamy
2< |z4il<d<=2<|z— (—1)] < 4.

Szukany zbiér sktada si¢ z punktéw z potozonych w
odleglo$ci nie mniejszej niz r1 = 2 od punktu zy =
—1 oraz w odlegtosci mniejszej niz 12 = 4 od tego
punktu. Jest to zatem pierscien kotowy o srodku zy =
—4, promieniu wewnetrznym r; = 2 i zewnetrznym
ro = 4. Okrag o promieniu r; = 2 nalezy do tego
pierdcienia, a okrag o promieniu o = 4 nie nalezy do

niego (rys.).

2
1474

B N I P § R [

= V22— (1-19)| >4

— |z - (1-19)|>2V2
Szukany zbiér sklada sie z punktéw z potozonych
w odleglosci nie mniejszej niz r = 2v/2 od punktu
zo = 1 —i. Jest to zatem zewnetrze kota o $rodku
20 = 1 — 4 i promieniu 7 = 2v/2. Okrag o promieniu
r = 2v/2 nalezy do tego zbioru (rys.).
(d) Dla z # 2i mamy

z+3. 1 & |z+3'| S
z—2i |z — 24|

< |24+ 3| > |z — 24

< [z —(-3)| = |z — 2|
Szukany zbior sklada sie z punktow z, ktérych odle-
glos¢ od punktu z; = —3 jest nie mniejsza niz odle-
glosé od punktu zo = 2i. Jest to zatem polplaszczy-
zna ograniczona symetralng odcinka o koncach zq,
z2, bez punktu zo = 2i. Symetralna ta nalezy do
szukanego zbioru (rys.).

(c) Mamy

|ﬂ+ﬂz—ﬂ>4¢ﬁ‘ﬂ+ﬂ~G

/|

Im z

Imz

29

Rez

Rez

|
r=-—1)
|

Im 2

N

Rez

(e) Poszukiwany zbiér jest wspdlna czescia zbioréw
okreslonych przez warunki:
Re(z+1) <0, [|i—=z<3.

Pierwszy warunek okresla lewa polplaszczyzne
otwarta ograniczona prosta x = —1. Drugi warunek
okresla koto domkniete o srodku zg = 4 i promieniu
r = 3. Wspélna czes$é tych zbioréw przedstawiono na
rysunku.
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(f) Mamy

|22 +4] < |2—2i| <= |(z+20) - (2—20)| < |2—2i]
&1 420 12— 21 < |2 — 24
<= |z —2i| =0 albo

270

Rez
|z — 2i] > 0 oraz |z + 2i| < 1.
Warunek |z —2i| = 0 wyznacza zbiér {2i}, a warunki _217}\
|z 42 <1 oraz |z —2i| >0
okreslaja koto domkniete o érodku zg = —2i i promieniu » = 1. Sume tych zbioréw
przedstawiono na rysunku.
(g) W rozwiazaniu wykorzystamy wzor |Z| = |z| oraz wlasnosci sprzezenia liczb ze-

spolonych. Mamy

@

Z—1-3i =

Z—1-3i] =|z—1+3i
= |z —(1-30)|

oraz |3 — 4i| = 5. Zatem
z—1-3i
3—4i
Szukany zbiér sktada sie z punktéow z potozo-
nych w odleglo$ci mniejszej niz 5 od punktu
20 1 — 3i. Zatem jest to kolo o srodku zq
oraz promieniu 5, bez okregu ograniczajacego
koto (rys.).

<l<= |z—(1-3i)| <5b.

(h) Dana nier6wno$¢ podwéjna jest réwnowazna koniunkeji
|z — 1| < |z = (=9)| oraz |z — (—i)| < |z — (2 — 3i)].

Rozwigzaniem pierwszej nieréwnosci jest zbidr liczb zespolonych, ktorych odlegtosé
od punktu z; = 1 jest nie wigksza niz odleglosé od punktu zo = —i (rys. (i)), a rozwia-
zaniem drugiej — zbidr liczb z, ktérych odlegloéé od punktu zo = —i jest mniejsza niz
odleglosé od punktu z3 = 2 — 3i (rys. (ii)). Zatem pierwszy zbiér jest polplaszczyzna
ograniczona symetralna odcinka laczacego punkty z1 i zo (symetralna nalezy do tego
zbioru), a drugi pélplaszczyzna ograniczona symetralna odcinka taczacego punkty zo
i zg (bez tej symetralnej). Szukany zbiér jest wspdlna czescia tych pdlplaszczyzn (rys.

(ii))-
(i)

Im z

Im z

(i)

Re z Rez

Im z

(iii)
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(i) Mamy
N2 2 (2) .2 . N .2 . .
|(z+0)? > |22+ 1] < 240" > [z —i)(z +9)| <= |z +i]” > [z —i] |z + .
Gdy z = —i, to nieréwno$¢ jest prawdziwa, a
dla z # —i jest réwnowazna nieréwnosci Im 2
|z 44| > |z — 1. it

Zatem rozwiazaniem wyj$ciowej nieréwnosci
jest poélplaszezyzna ograniczona symetralng od-

Rez
cinka laczacego punkty z1 = —i, 23 = ¢ (razem z
symetralna) oraz dolaczonym do niej punktem —i
—i (rys.).

[] Zadanie 1.6. Podac¢ interpretacje geometryczng modutu réznicy liczb zespo-
lonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowaé¢ zbiory liczb zespolonych z
spelniajacych warunki:

(a) [z —3+4i|=1; (b) Zz+12 =1 () 2<|iz—5|<3;
. +1
(d) |z +1—2i| > 3 oraz |z — 3| < 4; (e) ZZ2+Z1 > 1;

(£) sin (x[z + 23) > 0 (g) [7— 1+ 3] <5 (0%) 3|z +3| < |22 + 1] <5z —il.

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione
sa na rysunkach ponizej:

(a) Im z (b) Im z (C) Im 2
Rez
2 Rez
Tl :'// \“\
— Rez ! 2}
A\ 3 s )
@ ‘\\ 'II
(d) —_— (e) Imz (f) P Im z .
/’/‘ \/\\ \‘\Re z
/ - =y =< S, k)

-
s,

N\
‘/
x
w
N
2
A
i
1 )
/
» 2
7
%
—"
=
-
S
e,
AN
.
.
ity
aNIY)
R
\
| i
—— w
b
"
"
.o __f’
9
Sea _—"'

,?
=
)
N}

.
-
‘\
<
@
I
-~
Lo
.
/
1
3
\
\
\
\
AN

e
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N
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1.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

B Przyktad 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
() —V3 (b)) —6+6is () —2i;
(d) V3 +i; (e) V2 — \/6i; (f) —v/27 — 3i.

Rozwigzanie. Liczbe zespolona z = z + iy (z, y € R)
mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

z=r(cosp+ising), Im 2

gdzie 7 = /22 + y? jest modulem, a ¢ argumentem z
liczby z. Dla r > 0 argument wyznaczamy z warunkow: T

cosgozf, singozg (0< p<2m).
r r

Jednak dos¢ czesto korzystamy z interpretacji geome- ‘
trycznej danej liczby zespolonej i jej argument ustalamy

na podstawie rysunku oraz faktu, ze argumenty liczb
zespolonych z i az dla a > 0 sg takie same.

Rez

(1) Imz (ii) Imz (iii) Imz (iv) Imz

—1474 1+i —V3+i V3+i 4 /3 1+ /3

k]
)y

! T
\2 Rez

Rez Rez Rez -1 1

e}

—1—i 1—i 3 V3—i —1-V3i 1—+3i

(a) Dla z = —/5 mamy r = /5 oraz ¢ = 7 (rys. (iv)). Zatem
—V5 = /5 (cosm +isinm).
(b) Dla z = —6 + 6i = 6(—1 + i) mamy r = 6y/2 oraz ¢ = 37/4 (rys. (i)). Zatem

—6—1—62'26\/§<cos?277r —l—isin?%).

(¢) Dla z = —2i mamy r = 2 oraz ¢ = 37/2 (rys. (iv)). Zatem
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3 3
—21=2 <cos§ +isin§) .

(d) Dla z = v/3 +i mamy r = 2 oraz ¢ = 71/6 (rys. (ii)). Zatem
, T ..
V34i=2 (cosg —l—zsmg) .
(e) Dla z = V2 — v/6i = V2 (1 — V/3i) mamy r = 2V/2 oraz wiec ¢ = 57/3 (rys. (iii)).
Zatem

5 5]
V2 —V6i = 2v2 (cos§+isin§) .
(f) Dla z = —v/27 — 3i = 3 (—v/3 — i) mamy r = 6 oraz ¢ = 7rr/6 (rys. (ii)). Zatem

7
—\/ﬁ—?n'zﬁ(cos%r —l—isin%).

[J Zadanie 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
(a) 7+ 7 (b) V3—1i; (¢) =5+5V3i; (d) —v3—iV3.

Odpowiedzi. (a) 72 (cos(m/4) + isin(m/4)); (b) 2 (cos(117/6) + i sin(117/6)) ;
(c) 10 (cos(27/3) + isin(27/3)); (d) V6 (cos(57/4) + isin(57/4)) .

B Przyktad 1.8. Narysowac zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:

(a) % < argz < 2%; (b) arg (z+2—1i) =m; (c) 7 < arg [(—1 4 19)z] < 3;
Rozwigzanie. Argumentem gléwnym liczby zespolo-
nej z # 0 nazywamy argument ¢ tej liczby spelnia-
jacy warunek 0 < ¢ < 27. Ponadto przyjmujemy, ze
arg0 = 0.

(a) Zbiér sklada sie z liczb zespolonych, ktérych ar-
gumenty gléwne zawarte sa w przedziale (7/6, 2m/3].
Jest to obszar katowy ograniczony pélprostymi wy-
chodzacymi z poczatku uktadu i tworzacymi katy
m/6 i 27/3 z dodatnia czescia osi Re z. Pierwsza z
tych polprostych nie nalezy do tego zbioru.

Rez

Im z

(b) Zbiér sktada sie z liczb zespolonych w = z—(—2+
1), ktorych argumenty gléwne sa réwne 7. Jest to pol-
prosta wychodzaca z poczatku ukladu (zmienna w)
i tworzaca kat 7w z dodatnia czescia osi Re w. W ukta-
dzie wspdlrzednych ze zmienna z jest to ta sama po6t- ‘ Rez
prosta (bez poczatku) przesunieta o wektor —2 + i.

244

(¢) W rozwiazaniu wykorzystamy wzor
arg (21 - z9) = argz + argze + 2k

dla pewnego k € Z, gdzie 21,22 € C\ {0}. Poniewaz arg (—1 + i) = 37 /4, wiec nie-
rOwnosc¢
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. 37
T < arg [(-1+1i)z] < 5
jest rownowazna nieréwnosci

3 3
7r<f—|—argz+2k7r<§

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 27, wiec k = 0. Stad otrzymamy
il < argz < 37
g S MeES

Szukany zbiér jest domknigtym obszarem katowym ograniczonym poélprostymi wy-
chodzacymi z punktu O (bez tego punktu) i tworzacymi katy 7/4 i 37/4 z dodatnia
czescia osi Re z.

Im z

el

T Rez

[J Zadanie 1.8. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:

T 0 . s .
R (b) G < a8 (z+3i) < 3 (¢) m < arg(iz) < 2.
Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione
sa na rysunkach ponizej.

(a) argz =

(a) Im z (C) Imz
/ Rez I Rez
|
|

B Przyktad 1.9. Obliczyé¢ wartodci wyrazen (wynik podaé¢ w postaci algebra-
icznej):

(a) (1+9)7; ) (VB-i)": (0 (2420

1—i\° T m\
d 0 ;ad 04y10. ( > . f (_ _ ; Qi _> .
(d) (cos33” + isin33”)""; (e) v (f) cos7—i-zs1n7

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzér de Moivre’a
2" =1r" (cosng + isinngp),

gdzie r = |z|, ¢ = argz oraz n € N. Ponadto wykorzystamy wzory redukcyjne oraz
rysunki z Przyktadu 1.7.
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(a) Dla z = 1+ i mamy |z| = v/2 oraz argz = 7/4 (rys. (i)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy

(1+14)" = {\/5 (cos%—l—z’sin%)}7 = (\/5)7 (cos%—i—z’sin%)
= 8V2 {cos (277 - %) + isin (277 — %)}

—8\/—((308%—18111 )—8\/_<£— \/——> 8 — 8i.

(b) Dla z = v/3 — i mamy |z| = 2 oraz argz = 117/6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzordéw redukcyjnych otrzymamy

2 cosll—w—l—isinll—7r 32—232 cos@—l—isinﬂ
6 6 B 3 3
2 2 2 2
232 |:COS (587r + ?ﬂ) + 4 sin (587r + ?ﬂ)} =232 <cos ?ﬂ- + 7sin %)

= 2% [cos (7r— g) + isin (7r - g)} = 2% (—cosg —l—z'sing)

(Vi-i)”

Il
N
]
/N
-
+
S
N—
|
N
/N
B
—
~—

(c) Dla z = —2 + 2i mamy |2| = 2V/2 oraz argz = 37 /4 (rys. (i)). Zatem korzystajac
ze wzoru de Moivre’a otrzymamy
8
3 3
(—2+2i)® = [2\/5 (cos Iﬂ + isin %)]
= 2'2(cos 6 + i sin 67) = 2'%(cos 0 4 isin 0) = 2'2.
(d) Dla z = cos33° +isin 33° mamy |z| = 1 oraz argz = 33°. Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy
(cos33° +isin33%)"" = 11 (cos 330° + i sin 330°)
= cos (360°—30") +isin (360° —30°)
3 1
~ cos300 — ising0’ = V3 _ L,
2 2
(e) Dla z; = 1 — i mamy |z1| = V2 oraz argz; = —n/4, a dla zp = v/3 + i mamy
|z2| = 2 (rys. (1)) oraz arg zo = /6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a
oraz wzorow redukcyjnych otrzymamy

Tn 7\1° 42 42
<1—i )6_ Q- {ﬁ(cos 1 +zsm£)] _23 (cosTﬂ+isinTﬂ>

V3+i)  (V3+i)® T .. m\1® 26 (cosw+isinm)
(\/_ Z) [2(6056+lsm6)]

cos (107r+ g) + 7sin (107r—|— g) B cosg —|—z’sing _ _2-

—923 - —93 8"
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(f) Dla z = —cos(w/7) + isin(n/7) mamy |z| = 1. Ponadto argz = 67/7, gdyz ze
wzoréw redukcyjnych wynika, iz

z——cosﬁ—l—isinz—cos( —z)—l—isin( —E)—COSG—W—i—isinG—7r
- 7 7 -\ 7 ") T 7

Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a otrzymamy

T, m\4 6r . . 67\ 14 .
(—cos7—|—zsm7) =|1 cos7+zs1n7 =1"(cos12m +isin127) = 1.

O Zadanie 1.9. Obliczy¢ wartosci wyrazen (wynik podaé¢ w postaci algebra-
icznej):

(@) (1= 0)'% 0 (1+V3)5 (0 (2v3-2)";
. m\° (1+49)*2 o T\
(d) (cos 4~ isin Z) ; (e) m7 (f) (Sm s + icos E) .

Odpowiedzi. (a) —2% (b) 27 (=14 V/3i); (c) —43%; (d) —i; (e) —324¢; (f) 1.

B Przyktad 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:
(a) cos 3z przez cosz; (b) sin6x przez sinx i cosz.

Rozwigzanie.

. )y . . .. 3 : ,
(a) Obliczymy wartos¢ wyrazenia (cosz + isinz)” wykorzystujac dwa wzory: wzor
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy
réwnosé
.. 3 ..
(cosx 4+ isinx)” = cos 3z + isin 3z.
7 kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

(cosz +isinz)® = (cosz)® + G’) (cosz)?(isinzx) + (3) (cosz)(isinx)? + (isinz)*

= cos®z 4 3icos? zsinz — 3coszsin® x — isin® z

= (cos®z — 3coszsin®x) +i (3cos? xsinx —sin’ z) .

Poréwnujac czesci rzeczywiste prawych stron obu réwnoéci otrzymamy

3 2

cos 3z = cos® x — 3coswsin® x = cosz (cos® z — 3 sin” z)

= cosx(cosgx—3+3cosgx) :cosx(4cosgx—3) .

(b) Obliczymy wartoéé wyrazenia (cosz + isinz)® wykorzystujac dwa wzory: wzér
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy
rownoscé
.. 6 ..
(cosx +isinz) = cos6x + isin6x.

Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika rownosé
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(cosz+isinz)® = (cosz)0+ (?) (cos ) (isinz)+ (g) (cosz)*(isinz)?+ (g) (cosz)?

x (isinx)®+ (i) (cosx)?(isinz)*+ (g) (cos ) (isinx)® + (isinx)®

2 3 3

xsin® x

x —sin®z

x — 207 cos
5

=cos® = + 6i cos® z sinx — 15 cos? sin

+15 cos? zsin® z + 6i cos z sin

6 4

= (cos® z — 15 cos* zsin® z + 15 cos? zsin* x — sin® z)
+i (6 cos® zsina — 20 cos® w sin® z + 6 cos zsin® z) .
Poréwnujac czedci urojone prawych stron obu réwnosci otrzymamy

sin 6z = 6 cos® zsinz — 20 cos® 2 sin® z + 6 cos 2 sin® .

[J Zadanie 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:

(a) sin 3z przez sin x; (b) cos4x przez sinz i cos .

Odpowiedzi. (a) sinz (3 — 4sin®z); (b) cos* z — 6 cos® z sin® z + sin® z.

B Przyktad 1.11. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
(a) Re (22) > 0; (b) Im (2°%) < 0; (c) Re [(2)3] > 0.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy postaé trygonometryczna liczby zespolo-
nej (Przyktad 1.7) oraz wzér de Moivre’a (Przyktad 1.9).

(a) Dla z = r (cosp + isiny), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27 mamy
Re (22) > 0 <= Re {[r(coscp+isincp)]2} >0 <= Re [r? (cos2p + isin2¢p)] >0
= 71200820 >0<=7r=01lub 7> 01 cos2p >0

. 0 3m om 7
< r=01Ilubr>01ipe {O,Z}U [Z,Z] U [I’2W)'
Poszukiwany zbidr sklada sie z dwéch domknietych obszaréw katowych (rys.).

Im z

ISE)

Rez

INE]

(b) Dla z = r (cosp + isinp), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy

Im (2%) <0 < Im {[r cos<p+isin<p)]6} <0

(
<= Im [r% (cosbp + isinbyp)| < 0 <
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— %sin6p <0< r>01sinbp <0

<~ r>0i1 e(zz>u 12—77 U 5_7T7r U 7_7T4_7T U 3_”5_77 U 11_77%
v5\63 273 6 63 273 6 ")

Poszukiwany zbiér sklada sie z sze$ciu otwartych obszaréw katowych (rys.).

Im z

(¢) Dla z = r (cos ¢ + isinp), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy
Z =1 [cos(—p) + isin(—¢)].
Zatem
\3 . 3
Re {(z) } > 0<=Re {[r (cos (—p) + isin (—¢))] } >0
<= Re [r® (cos (—3¢) +isin (—3¢))] >0
=13 cos(—=3p) >0 <= 7>01 cos3p >0

5 r 3 1
—r>0ipe [0,%)U<%,%)U<%,§>U(Tﬁ,2w).

Poszukiwany zbiér sklada sie z trzech otwartych obszaréw katowych (rys.).

Imz

[J Zadanie 1.11. Narysowac¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych warunki:
(a) Im (23) < 0; (b) Re (2%) > 0;

_ (1+1d)z
C Im(z2)>Re[22}; d) Im ——
(© > Re [@]: (@ mmigTs >
Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawiono
na rysunkach.
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\(a) Imz/ (b) Im z (C) Im z (d) Im z
\ /
\ / x
\ / = 4

ool

ol

NS < =
. s 7}
/N = ) Rez <z | Rez Rez —% /Rez
/ |\ 3 -
/
\
\

1.3. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

B Przyktad 1.12. Stosujac posta¢ wykladnicza liczby zespolonej z rozwiazaé
rownania:

2 _ (=2 =\6 2 |2[*2 2 ;
@2 =@% )@ =42 © 5=t @L =
Rozwiazanie. Zastepujac symbolem e wyrazenie cos i sin ¢ wystepujace w postaci
trygonometrycznej liczby zespolonej z = r(cos ¢ + i sin ) otrzymamy postaé wyklad-
nicza tej liczby, tzn. wzér z = rei?. Przy rozwiazywaniu réwnan bedziemy korzystaé
z tego, ze dwie niezerowe liczby zespolone sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
moduly sa réwne, a argumenty réznia sie o wielokrotnoéé 2, tzn. dla z; = re*#1,
29 = 19€"2 11,19 >0, mamy

21 = 29 <= 11 =T9 Oraz ¢ = @2 + 2km, k € Z.

(a) Niech z = re’?, gdzie r > 0 oraz 0 < < 27. Wtedy Z = re~?. Ponadto, ze wzoru

. , _ 2 _ .
de Moivre’a mamy 2% = 2e?% oraz (Z)° = r?e~2"%. Zatem

22 =— (2)2 = 122 = pleT 2
<= r=0albor >0 oraz 2p = —2¢p + 2k7 (k € Z)
— r:0a1b0r>00raz<p:k§dlak:0, 1,2, 3.
Rozwiazaniem jest zatem suma osi rzeczywistej i urojone;j.
(b) Liczba z = 0 spelnia réwnanie (z)° = 4 |22| . Niech teraz z = re’?, gdzie r > 0,

. - —i . 6 —6i :
0 < ¢ < 2m. Wéwezas Z = re” % oraz ze wzoru de Moivre’a (z)° = rbe~5%. Dalej
|22‘ =172, a wiec

Im z
(7)6 —4 ‘22| — T,Gefﬁiga — 4,,,2 z4 23

= 10e701¥ = 49200

. r6 — 47.27 25 5 z2 Rez
—6p=0+2km, keZ V2

3

r=01Ilubr =72,

<~ [
o= 1=0,1,2,3,4,5. o o

3
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Rozwiazaniami réwnania sa zatem liczby

2 6 2 6
21:0722:\/5723:§+§i7 \é— \/—

25 = —Z22, 26 = —23, 27 = —%,.
Sa one przedstawione na rysunku.
(¢) Réwnowaznie mozemy napisaé, ze |z|? - z = (—=1) - (2)° dla z # 0. Niech z = re’®,
gdzie r > 0, 0 < ¢ < 27w. Wowczas

122 2= (1) (2)® = . (re'?) =e'™ - (rle” %) Im 2

= e = p3eim3v)

e = i
p=1—3p+2kr, ke€Z _x Rez

4

r € (0,00),

— T kmw

=—-—4+—,k=0,1,2,3.

P

Rozwiazania réwnania tworza wiec dwie proste nachylone do osi rzeczywistej pod ka-
tami w/4 oraz —m/4 i przechodzace przez punkt O, ale bez tego punktu (rys.). Dla

2z = re'?, gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 2w, mamy |z| = r oraz 22 = r?e?*?. Ponadto
—i=1-¢’""/2 Réwnanie |z| - 22 = —i przyjmie teraz réwnowazna postaé
3 2 %m'
ree? =1-¢
Im 2z
(d) Stad r = 1 oraz 2¢p = 37w /24 2k (k € Z). Zatem
¢ = 3w /4+ kr. Jedynymi warto$ciami &, dla ktérych 21
0 < ¢ < 27, sa 01 1. Rozwiagzaniami réwnania sa 3
zatem liczby: \4 )
1 %Tﬂ-l 37T+_, 3T \/5( 1+,) Rez
z1=1-¢” =cos— +isin— = — (=141
' 4 4 2 ’
7 ;
2! 7 7 2
zm=1-¢"* :coszﬂ—i—isinzﬂ-:%—(l—i). 2

[J Zadanie 1.12. Stosujac posta¢ wyktadniczg liczby zespolonej z rozwiazaé
rownania:

@:=%  OE=22 (@)=
(@) 2P =i2% (o) 25 = (2)%; (F) |2°] = 2*.

Odpowiedzi. (a) 0,1,V2/24+/2i/2,i, —V/2/2+V2i/2, -1, —V2/2—V/2i/2, —i,/2/2—
\/iz/ 2; (b) suma trzech prostych: osi rzeczywistej oraz prostych nachylonych do tej

osi pod katem 7/3 i przechodzacych przez punkt O; (¢) okrag o §rodku w punkcie O
i promieniu +/2; (d) suma trzech pélprostych o poczatku w punkcie O : nieujemnej

4
;%
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czedel osi urojonej oraz pélprostych nachylonych do niej pod katem 27/3; (e) suma
szesciu prostych przecinajacych sie w punkcie O : obu osi oraz prostych nachylonych
do tych osi pod katem = /6; (f) 0,1,4,—1, —i.

B Przykfad 1.13. Stosujac wzory Eulera przedstawic:

(a) cos®x;  (b) sin®z.

w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnosci kata x.
Rozwiazanie. Niech x € R. Wowczas zachodza wzory (Eulera):

eiw + efiw eiw _ efiw
1) cosr=—7—, 2) sinex=———
(1) ; 2) -
(a) Korzystajac ze wzoru (1) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzymamy
1, .
cos® v = 55 (e + e‘”)5

— 5 ()@ @ (0) e e (5) e ey
(5) @ e () e e (2) @) ey

—_

— ﬁ (ef’nr 4 563m 4 10611 + loe—zr + 56—31z + 6—511)
1 eiSw + efiSw eiBw + efi?m eiw + efiw
= — 1 —

1
= E(cos5x + 5cos3z + 10cosx).

(b) Korzystajac ze wzoru (2) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzymamy
1
sin® r = — ( )
(2i)°

- [(ﬁ) @) @)= (5) @ @'+ (5) (€)' )
e e (5) @) e = (5) ) )+ () () )’

g

— (eﬁiw _ 664iw + 1562iw —20 + 156721@ _ 66741@ + 6761@)

26
_ _% (eZGw _'_26716@ - 66l4w _;efmw . 15el2w _;efﬂw - 10)
=35 (10 — 15 cos 2z + 6 cos 4z — cos 6x) .
Uwaga. Otrzymane zaleznosci mozna wykorzysta¢ do obliczania catek nieoznaczonych

funkcji cos® z, sin® z.
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(] Zadanie 1.13. Stosujac wzory Eulera przedstawic¢:
(a) sin® z; (b) cos? x; (c) sin® x; (d) sin? 2 + cos? =.
w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnosci kata x.

Odpowiedzi. (a) (3sinz—sin 3x)/4; (b) (1+cos2x)/2; (c) (sin bz—>5 sin 3z+10sinx)/16;
(d) (cos4dx + 3)/4.

1.4. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

B Przyktad 1.14. Korzystajac z definicji obliczy¢:
(a) V4i — 3; (b) V/8; (c) v—1.

Rozwigzanie. Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda
liczbe zespolona w spelniajaca réwnos$¢ w™ = z. Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby
zespolonej z oznaczamy przez {/z.

(a) Niech = + iy, gdzie x,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z + iy)? =
4i — 3. Stad 22 + 2izy — y? = 4i — 3. Réwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnan

2?2 —y? = -3,
2xy =4,

Rozwigzaniem tego ukladu réwnan sa pary liczb: x =1, y =2; =z = -1, y = —2.
Zatem

Vi —3 = {1+2i,—1—2i}.
(b) Niech z +iy, gdzie z,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (x+iy)3 = 8.
Stad 2% + 3iz?y — 32y? — iy® = 8. Réwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnan

23 — 3wy =8, x (332 — 3y2) =38,
2 3 = 2 _ 2
3zcy —y> =0 y(3a: —y):().
Z drugiego réwnania tego ukladu wynika, ze y = 0 lub 322 = 32. Wykorzystujac
te zaleznoéci w pierwszym réwnaniu uktadu otrzymamy 23 = 8 lub —8z3 = 8. Stad
x = 2 lub z = —1. Ostatecznie rozwiazaniem uktadu réwnan sa pary liczb:

r=2,y=0; xz=-1, yz\/g; r=-1, y:—\/g.
Zatem
V8 = {2,—1+i\/§,—1—z‘\/§}.
(¢) Niech z+iy, gdzie z, y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z-+iy)* = —1.
Stad
xt + 4x3yi — 622y — daydi + yt = (334 — 62%y% + y4) + tdzy (332 - yz) =—1.
Réwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnan
ot — 622y +yt = -1,
{ 4y (x2 — y2) =0.
7 drugiego réwnania uktadu wynika, ze
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ry=0 lub 2% —¢y>=0.

Jezeli x = 0 lub y = 0, to po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy odpo-
wiednio réwnania y* = —1 lub 24 = —1, ktére sa sprzeczne. Jezeli zas x2 — y? = 0, to
po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy —4z* = —1, stad

V2 b V2 V2 by = Y2

r=—1lubzr=—— oraz =—luby=—-+].

2 2 Y= VT

Zatem

V—1= {g(l—i—i), g(l — ), —g(l + 1), —g(l —i)}.

[J Zadanie 1.14. Korzystajac z definicji obliczy¢:

(a) V5 —12i;  (b) /=11+60i;  (c) ¥V4;  (d) V16.
Odpowiedzi. (a) {3 — 2i, -3 + 2i}; (b) {5 + 67, —5 — 6i};

(c) {—z’, (V3+1i)/2, (—\/§+z’)/2}; (d) {2,2i, —2, —2i}.

B Przykfad 1.15. Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej:
(a) V=2i; (b) V=27; (c) V—8+8V3i; (d) V1.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzor na pierwiastki stopnia n z liczby
zespolonej z # 0 o argumencie . Wzér ten ma postaé: ¥z = {z0,21,...,2n-1},
gdzie

2k 2k
z;f:\”/|z|<cosso+ W—i—isin(p—’— 7T) dla k=0,1,...,n—1.
n n

(a) Dla z = —2i mamy |z| = 2 oraz argz = 37/2. Zatem
37 + 2km s + 2km
V=2i={V2 coszf+isin2# :k=0,1

Dla k£ = 0 mamy

Im z

4

Dla k = 1 otrzymujemy x

2 2
z1 = ﬁ(cos%—i—isin%) =2 <£—£z> = 1.

2 2
20 = \/§<cos %%—isinB—ﬂ) =2 (—i—l—\/_) =—-14i. 2

w
3

'S

V2
Rez

2 2

21

Zatem v—2i = {-1+14,1—1}.
(b) Dla z = —27 mamy |z| = 27 oraz argz = 7. Zatem
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2 2
V=27 = {\‘72—7<cos77+3 b +isin7r+3 lm) : k:0,1,2}.

Dla k=0, 1, 2 otrzymamy odpowiednio:

Im z
(e i) gLy Y3 .
20—3(COS3+251n3) 3< + 22>,
27
z1 =3 (cosm +isinm) =3(—=1+0-17) = —3, 3/ x
=3 ) =3( ) Nrs CIAP
22 =3 cos5——|—zsi om =3 l_\/_gl Rez
2 = 3 5 )= 5 )
35 22

(c) Dla z = —8 4 8v/3i mamy |z| = 16 oraz argz = 27/3. Zatem

2 2
. il + 2k ill + 2k
\/—8+8V3i ={ V16 cos?’f —i—isin?’f ck=0,1,2,3
Tak wiec dla k =0, 1, 2,3 mamy odpowiednio:

3 1
20 = 2 (cos%+isin%) =2 <£+§z> =341,

2
Im z
1
1 =2 COS—+ZSIH— =2 ———I—éi = —1+3i, L
2 2 7( 20
T2
V3 o1, G
29 —2(cos—+251n—> —2(—7—51 =—V3—i 5 Res
5 1 V3, . z2
23 = 2<COS—+ZSI ?> :2(5—71> =1—/3i. .
Stad \/—8 +8/3i = {\/§+i,—1+\/§i,—\/§—i,l—\/§i}.
(d) Dla z =1 mamy |z| =1 oraz argz = 0. Zatem
0+ 2k 0+ 2k
%z{%(eos +6 71-—l—isin +6 7T):kzO,l,...,E)}.
Tak wiec dla £k = 0,1, 2,3,4,5 mamy odpowiednio:
. ™ 1 V3,
20 = 1(cos0+isin0) =1, zl—l(cos§+151n3) 5—1—7@,

27 2 1 3
29 =1 (cos? + ¢sin %) = —5—1—%@', z3:1(cos7r+zsm7r)
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z4 =1 cos4——|—zsi 4—7T ——l—éiz—l cos5—7r—l—isin5—7r —l—\/—gi
t 3 3)" 2 277 3 3) 2 27
1 V3. 1 V3 1 V3.1 V3.
Ostatecznie \/— {1 54‘71,—5—’— 71,—1,—5 — 71,5 — 77/ .
Im z
z2 21
5,
z3 20
1 Rez
z4 z5

[0 Zadanie 1.15. Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej:

(a) V=14 v3i; (b) V-2Ti; (c) V=4 (d) V=64 () V/32i;
(f) &—=1+1; (2) V-8 +8V3i; (h*) Vi; (i*) V2 2i.
Odpowiedzi. (a) { V2 (1+ V3i)/2,—v3 (14 V3i)/2};

(b) {3i, -3 (\/§+ i)/2,3 (\/5— i)/2};

() {144, —14d,—1—i,1—i}: (d) {\/§+i,2i,—\/§+i,—\/§—i,—2i,\/§—i};
(e) {2 (cos(w/10) + i s1n(7r/10)) ,2i,2 (cos(97/10) + i sin(97/10)) ,

2 (cos(137/10) + isin(137/10)), 2 (cos(177/10) + i sin(177/10))} ;

() {14/ V2, [(-1-VB) +i (-1+V8)] /202, [ (-14+3) +i (-1-VB)] 202}
(8) {V3+1,-1+V3i,—V3—i,1-V3i}s

(0*) {*(a + bi), £(b— ai)}, gdzie a = 1 4+ V/2b; b = 1/1/44+2V/2,
() {(a+0)/V2a,[(1 - @) + (a = 1)i] /V2a, (-1 - ai)/v2a}, gdzie a =2 + V3.

B Przyktad 1.16. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkow obliczyé pozo-
stale:

@ Je-5% 0 yaEos (©{(v3-i)

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzér wyrazajacy elementy zbioru

% = {207Z17 cee 7Zn71}

w zalezno$ci od wybranego pierwiastka zg, przy czym argument gtéwny zo niekoniecz-
nie musi by¢ najmniejszy:

2k 2k
zk:z0<cos—7r+isin—7r>,gd21el k<n-—1.
n n
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(a) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(3 — 5i)2 jest liczba zg = 3 — 5i. Drugi
element tego zbioru wyraza sie¢ zatem wzorem

z1 = zp (cosm +isinm) = (3 —5i) - (—1) = —3 + 5i.

(b) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(1 +4)0 jest liczba 2o = (1+14)% = 2i.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem

2k 2k
2k = 20 <cosT7T +isinTﬁ> , gdzie k=1,2.

Zatem
. 2w .. 2w . 1 V3. .
21 =2 (cos? —|—zsm?) =20 <—§+—2 Z) ——\/g—z,
. 47 . 4w . 1 V3. .
29 = 20 (cos?—i—zsm?) =20 <—§—71> =3 —i.

(c) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru / (v/3 — i)12 jest liczba

o= (v 0)" = o eon (<) s ()] (i)

I
oo
/N
aQ
o
wn
/N
|
vl 3
N————
_|_
~.
W
@,
]
/N
|
|
N———
N———
I
|
oo
o~

Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem

2k 2k
2k = 20 (cosTﬂ + ¢sin Tﬁ) , gdzie k=1,2,3.

Zatem - -
21 = —81 (cosE +isin§) =—8i-1=28,
29 = —8i(cosm+isinm) = —8i- (—1) = 8,

23 = —81 (COS 3; + 7 sin 3;) = —8i-(—i) =-8.

[J Zadanie 1.16. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkow obliczyé¢ pozo-
state:

() VE I () YOTTEE (0 YEOR (@) Y2
Odpowiedzi. (a) {9 — 404, ~9 + 40i}; (b) {—2 + 37, ~3 — 20,2 — 30,3 + 2i};

(c) {3 — 4i,—3/2+ 2V3 + 2i + 3V/3i/2,—3/2 — 2v/3 + 2i — 3\/52'/2};

(@) {=161+4),8 (1+V3+i—iv3),8 (1= V3+i+iV3) };
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B Przyktad 1.17. Znalezé rozwigzania réwnan:
(a) 28 = (2 + 44)5; ) (z — i)t = (z + )% (c) (iz+1)> = (2 — 1)3.

Rozwiazanie.

(a) Zauwazmy, ze rozwiazanie rownania 2 = (2 + 44)% sprowadza si¢ do znalezienia
zbioru pierwiastkéw 6-tego stopnia z liczby (2 +44)5. Jednym z elementéw tego zbioru
jest oczywiscie liczba zp = 2 + 4i. Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja si¢ wzo-
rem:

2k 2k
2k = 2o (cosTﬂ +isinTﬁ) (1< k<5).

Zatem

(24 44) (cos——i—zsm ):(2—1-41')(5 §>_1—2\/§+(2+\/§)i,

= (24 49) (cos—+251 §>:(2+4i) (—%—l—?)z—l—?f—l—(—?%—\/g)l}
= (24 4i) (cosm +isinm) = (24 4i) (—1)
24:(2+4i)<cos4§+isin4§>:(2+4i)<—%—?i):—1+2\/_—<2+\/§)i,

Il

|
o

|
W~
\.N.

25 = (2 + 4i) (cos%r—i—isin%r) = (24 44) G_\/;Z) :1+2\/§+(2—\/§)i.

(b) Oczywiscie z # —i. Zatem réwnanie ma réwnowazng postacé

z—i\*

-] =1

() -
ktéra jest z kolei rownowazna alternatywie réwnan
z—1
z+1
gdzie {wo,w,ws,ws} = V1. Poniewaz v/1 = {1, 1,4, —i}, zatem réwnania te przyj-
muja postaé z—i=z+ilubz—i=—(z+0) lubz—i=14i(z+17) lub z—i = —i(z+1).
Pierwsze z tych réwnan jest sprzeczne, a pozostale maja odpowiednio rozwiazania

=w, (0<k<3),

2’1:0,222—1,2’3:1.

(¢) z = 1 nie jest pierwiastkiem réwnania, zatem mozemy je zapisa¢ w réwnowaznej

postaci
iz 1\°
(F5) =
ktéra z kolei jest rownowazna alternatywie réwnan
12+ 1
z—1

=wi (0 <k <2),

gdzie wy sa elementami zbioru {/1. Poniewaz
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V1= {1, —1/2+/3i/2,-1/2 - \/§i/2},
wiec otrzymamy rownania:
izl izl 1 VB izl 1 V3
2

i.

s—1 0 z-1_ 2" 72" Z-17 2
Rozwiazaniami tych réwnan sa:

=140, zn=—(1+V3) (1+0)/2 2=(V3-1)(1+i)/2
0 Zadanie 1.17. Znalez¢ rozwiazania rownan:
(a) 2* = (1 —9)% (b) (z=1)° = (i — 2)%
(c) 2% = (iz + 1)3; (d*) (2 +20)8 + (z — 20)® = 0.
Odpowiedzi. (a) 1— i, 1+, —1—i,~1+; (b) (1+1)/2, (2= V3+i) / (3+3V3),
(2+v3+i)/(3-iB), (2-vB-i)/ (1+iv3), (2+VE—i)/ (1-iV3);
() 1/(1—1), —2/ (1+z’(2—\/§)), Y (1+z’(2+\/§));

d*) 21 = 2\/5 (\/7_4\/5—’—2\/4\/__5), 22 :Z_la 23 = —R1, R4 = _2_17

25:2\/§<\/7+4\/§+i\/4\/§+5),26:%, 27 = —25, 28 = —Z5.




