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Wstep

Niniejsza ksiazka® jest pierwsza czeScig zestawu podrecznikow do przed-
miotu Algebra z geometrig analityczna. Pozostalymi cze$ciami zestawu sa
zbior zadan pt. ,,Algebra i geometria analityczna. Przyklady i zadania” oraz
opracowanie pt. , Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy”. Ksiaz-
ki te sa przeznaczone gléwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich korzystaé
takze studenci wydzialéw nauk Scistych i przyrodniczych uniwersytetéw oraz
uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych oraz wojskowych.

Material zawarty w podreczniku obejmuje liczby zespolone, wielomiany,
macierze i wyznaczniki, uktady réwnan liniowych, geometrie analityczng w
przestrzeni oraz krzywe stozkowe. Wszystkie zagadnienia teoretyczne zakon-
czone sg Cwiczeniami, przy czym poczatkowe z nich sa z reguly najprostsze.
Do wybranych twierdzen podane sg dowody. Fragmenty materialu oznaczone
gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza aktualnie obowiazujacy program przed-
miotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Dodatkowy ma-
teriat oraz trudniejsze ¢wiczenia dotaczono z mysla o studentach, ktérzy chea
rozszerzy¢ swojg wiedze z algebry i geometrii analitycznej. Studentéow zainte-
resowanych rozwigzywaniem trudnych i nietypowych zadan z tego przedmiotu
zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,,Studencki konkurs matematyczny. Za-
dania z rozwigzantami’ .

Rownolegle do materialu teoretycznego omawianego na wykladach stu-
denci powinni rozwigzywaé¢ samodzielnie zadania. Zbiér takich zadan wraz z
metodami ich rozwigzywania mozna znalez¢é w drugiej czesci zestawu pt. ,,Al-
gebra i geometria analityczna. Przyklady i zadania’. Cwiczenia z tej ksiazki
oraz zadania z drugiej czeSci podrecznika sa podobnych typéw i maja ten
sam stopien trudnosci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja na kolokwiach i
egzaminach. Zestawy zadan, ktére w poprzednich latach studenci Politechniki
Wroctawskiej rozwiazywali na sprawdzianach, umieszczone sg w trzeciej czesci
zestawu pt. ,Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy’.

*Do 2005 r. ksigzka miata tytul ,Algebra liniowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory’.
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Do obecnego wydania dodano kilka nowych éwiczen oraz rysunkoéw. Po-
nadto, poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki
Politechniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o poprzednich
wydaniach podrecznika. Podziekowania sktadamy takze dr. Jerzemu Cisto za
wyjadnienia spraw zwiazanych z nawigacja w zeglarstwie.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas



Liczby zespolone

W pierwszym rozdziale wprowadzamy liczby zespolone oraz dziatania na
nich. Nastepnie omawiamy posta¢ algebraiczna, trygonometryczna i wyktad-
nicza tych liczb. Rozdzial konczymy pierwiastkowaniem liczb zespolonych.

1.1. Podstawowe definicje i wtasnosci

Definicja 1.1. (liczba zespolona, dzialania w zbiorze liczb zespolonych)
Liczbg zespolong nazywamy pare uporzadkowana liczb rzeczywistych, np. (x,y),
(u,v), (a,b). Liczby zespolone oznaczamy krétko przez z, w itp. Zbidr wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy przez C. Mamy zatem

C={z=(z,9): 2,y € R}.
o z=(,9)
Liczbe zespolona z = (z,y) przed- }
stawiamy na ptaszczyznie w postaci }
punktu o wspéirzednych (x,y) albo |
wektora o poczatku w punkcie (0, 0) -

i koncu (z,y). W tej interpretacji
zbiér wszystkich liczb zespolonych Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna
nazywamy plaszczyzng zespolong. liczby zespolonej

W zbiorze C wprowadzamy dwa dzialania — dodawanie i mnozenie. Sume
liczb zespolonych z; = (x1,91), 22 = (x2,y2) okre$lamy wzorem:

21+ 22 = (z1 + 22, Y1 + Y2)
a ich iloczyn wzorem:
21+ 22 = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) -
Uwaga. Z okredlenia pary uporzadkowanej wynika, ze liczby zespolone z; =

(z1,Y1), 22 = (x2,y2) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy 1 = x2 oraz y; = yo.
Tloczyn z- z - ... z zlozony z n czynnikéw zespolonych z oznaczamy przez 2.

Notka historyczna. Liczby zespolone pojawily si¢ po raz pierwszy w XVI
wieku. Wykorzystywano je (uzywajac formalnie symbolu y/—1) do obliczania
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pierwiastkéw rzeczywistych wielomianéw stopnia trzeciego (wzory Cardana*).
Pierwsza Scista teorie liczb zespolonych podal w XIX wieku Carl Gauss'. Jego
interpretacja geometryczna liczb zespolonych oraz wprowadzona symbolika sa
stosowane wspodlczesdnie.

Cwiczenie 1.2. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej liczby:
(a) z1 = (3,2); (b) 20 = (—3,1); (c) z5 = (10,0); (d) z4 = (0,—4).

Cwiczenie 1.3. Dla z; = (0,1), 2 = (3, —4) oraz z3 = (\/5, —3) obliczy¢:

(a) 21 + 22, 22 + 23; (b) 21 - 22, 22 - 23; (c) (21)2-

Cwiczenie 1.4. (wlasnosci dzialan w zbiorze liczb zespolonych)
Niech z1, 29, 23 beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Pokazadé, ze:
(1) dodawanie liczb zespolonych jest:

(a) przemienne, tzn. zq+2z9 = 29+ 21;

(b) taczne, tzn. (21+22) + 23 = 21+ (22+23) ;
(2) dla kazdej liczby zespolonej z liczba 0 = (0,0) spelnia réwnosé z + 0 = z;
(3) dla kazdej liczby zespolonej z = (z,y) liczba —z = (—z, —y) spelnia réw-
nos¢ z + (—z) = 0;
(4) mnozenie liczb zespolonych jest

(a) przemienne, tzn. z1 - 29 = 23 - 21;

(b) taczne, tzn. (21 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23) ;
(5) dla kazdej liczby zespolonej z liczba 1 = (1,0) spelnia réwnosé z - 1 = z;
(6) dla kazdej liczby zespolonej z = (x,y) # 0 liczba

1 T Y

z (m2+y2’_x2+y2 )

spelnia réwnosé z - — = 1;
z

(7) mnozenie liczb zespolonych jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
21 (22+23) =21-22+ 21 - 23.

Uwaga. Liczby zespolone 0, —z, 1 oraz 1/z, wprowadzone odpowiednio w
punktach (2), (3), (5) oraz (6), sa jedynymi liczbami o zadanych wlasnosciach.
Liczby te nazywamy: 0 — elementem neutralnym dodawania, —z — elementem
przeciwnym do liczby z, 1 — elementem neutralnym mnozenia, 1/z — elementem
odwrotnym do liczby z.

*Geronimo Cardano (1501-1576), matematyk, filozof i lekarz wtoski.
fCarl Friedrich Gauss (1777-1855), matematyk, astronom i fizyk niemiecki.
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Cwiczenie 1.5. Pokazaé, ze jezeli liczby zespolone z, 2 spelniaja warunek
2129 =0,t0 z1 =0 lub 29 = 0.

Definicja 1.6. (réznica i iloraz liczb zespolonych)
Niech z1, zo € C beda dowolnymi liczbami zespolonymi.
Roznice liczb zespolonych okre$lamy wzorem:
Z1 — k2 =21 + (—22) .
lloraz liczb zespolonych okreslamy wzorem:
21

1 .
=2z -—, oile z5 #0.
22 22

Uwaga. Wszystkie reguly podstawowych dzialan algebraicznych (dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie), znane dla liczb rzeczywistych, obowiazuja
takze w zbiorze liczb zespolonych. W szczegdlnosci prawdziwe sa wzory skroé-
conego mnozenia, wzér dwumianowy Newtona, wzory na sume wyrazéw ciggu
arytmetycznego i geometrycznego itp.

Cwiczenie 1.7. Obliczy¢:

(_17_2)
4,-1) — (=3,5);  (b) —— .
(a) (4,-1) = (=3,5);  (b) 6.1
Uwaga. Latwo zauwazy¢, ze liczby zespolone postaci (z,0) (zr € R) maja
nastepujace wlasnosci:

(z1,0) + (22,0) = (z1 + x2,0); (21,0) — (22,0) = (21 — x2,0);

(71,0) - (22,0) = (21 - 2,0); = <£,0>,oile xo # 0.
€2

(07 _6)

(C) (0’ 2) °

7 wlasnoéci tych wynika, ze zbiér R = {(x,0) : = € R} mozna utozsamiaé ze
zbiorem liczb rzeczywistych R. Bedziemy pisali zatem z zamiast (z,0) .

&
=
Zh
=

Rys. 1.2. Zbiory Ci R

1.2. Postac algebraiczna liczby zespolonej

Definicja 1.8. (jednostka urojona)

Liczbe zespolona (0,1) nazywamy jednostkq urojong i oznaczamy ja symbo-
lem i: i = (0,1).
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Cwiczenie 1.9. Pokazaé, ze liczba i jest rozwigzaniem réwnania 22 + 1 = 0.

FAKT 1.10. (posta¢ algebraiczna liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolong z mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci:
z=x+iy (v,y€R).

Ten sposob przedstawiania liczb zespolonych nazywamy postacig algebraiczng.
Liczbe x nazywamy wéwczas czescig rzeczywistq (z tac. realis) liczby zespolonej
z, co zapisujemy Re z = z, a liczbe y jej czescig urojong (z tac. imaginalis), co
zapisujemy Im z = y. Ponadto, latwo zauwazy¢, ze liczby zespolone w postaci
algebraicznej z; = x1 + iy1, 22 = T2 + 1Yz sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
ich czesci rzeczywiste i odpowiednio urojone sg réwne, czyli, gdy

Rezi =Rezy Imz; =Imzo.

Dowdéd. Zauwazmy, ze (z,y) = (x,0)+(0,y) = (z,0)+(0,1)(y, 0), co po utozsamieniu
liczb postaci (z,0) z liczbami x oznacza, ze z = x + iy dla x,y € R. Jednoznacznosé
tego przedstawienia wynika z tego, ze gdyby jednocze$nie zachodzil zwiazek z =
21 iy dla 21,41 € R, to mieliby$my (21,0) +(0,1) (y1,0) = (z1,41) = (x,y), a wiec
T =T,y =Y.

Uwaga. Liczbe zespolong postaci iy (y € R\ {0}) nazywamy czysto urojonq.
Nie kazde przedstawienie liczby zespolonej w formie x + iy jest jej postacia
algebraiczna. Niezbedne jest dodanie warunku z,y € R. Np. przedstawienie
1+ i(—24) nie jest postacia algebraiczna liczby 3.

g Im 2z
S © z=x+1y
g i ;
=} g Yy r————————————————
- 4 |
3 [
> ¢ [
liczba czysto urojona —=e g :
£ |
n I
i } Rez
o$ rzeczywista 1 €T
Rys. 1.3. Osie rzeczywista i uro- Rys. 1.4. Interpretacja geometryczna
jona na plaszczyZnie zespolonej postaci algebraicznej liczby zespolonej

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej
wykonujemy tak jak dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianéw zmien-
nej i, przy warunku > = —1. Przy dzieleniu przez liczbe zespolona x + iy
(z,y € R) nalezy dzielna i dzielnik pomnozy¢ przez x — iy, aby w mianowniku
uzyskac liczbe rzeczywista.
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Cwiczenie 1.11. Wykona¢ dzialania:

() (1-V3i)+ (1+V2Zi);  (b) (3i—2) - (1—2);
4+ 51

2—1q

(c) (14 2i) (—3 + 49); (d)

Cwiczenie 1.12. Niech z, 21, 25 € C. Uzasadni¢ réwnosci:
(a) Re (21 + 22) = Rez1 + Rezy; (b) Im (21 + 22) = Im 21 + Im 29;

(c) Re (iz) = —Imz; (d) Im (iz) = Rez.

Cwiczenie 1.13. Znalez¢ liczby zespolone spelniajace warunki:

(a) 22 +4i = 0; (b) Rez —3Imz = 2; (c) Re (iz) +1 =0;

@2 (g 2ga10-0  ()Im () =(2-0):
i—1  2+44d’ - B ‘

Wsk. Wykorzysta¢ przedstawienie algebraiczne liczb zespolonych i warunek
ich réwnosci
Definicja 1.14. (sprzezenie liczby zespolonej)

Sprzezeniem liczby zespolonej z = x+iy (x,y € R) nazywamy liczbe zespolona
Z okreslong wzorem:

zZ=x—1y.
Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej obrazem w symetrii wzgledem
osi Rez (rys. 1.5).

W 5

777 S

Rys. 1.5. Interpretacja geometryczna sprzezenia liczby zespolonej

FAKT 1.15. (wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych)
Niech z1, z9 € C. Wtedy
(1) 21 + 20 =71 + Z2; (2) 21 — 20 =71 — 7o,

(3) zZ1 22 =71 - Z2; (4) (—)Z%,OHGZQ#O.
2
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Uwaga. Réwnosci w punktach (1) i (3) sa prawdziwe dla dowolnej liczby od-
powiednio sktadnikéw i czynnikéw.

Dowdéd. Udowodnimy wlasnosci (1), (4). Dowody pozostalych wlasnosci sprzezenia
liczb zespolonych pozostawiamy Czytelnikowi. Niech z1 = x1 + iy1, 22 = X2 + iys
(z1, Y1, T2, y2 € R). Wtedy mamy odpowiednio

(1) Zz1+22 = a1 +iy1 + 2+ ty2 = (21 + 22) + 1 (Y1 + y2)
= (x1+x2) — i (1 +y2) = T1 — Y1 + 22 — iy2 = Z1 + Zo.

(@) <ﬁ> _ (xl + iy1> _ (@ tiy) (o —iyp) _ m1Za+uy1ye | Tays — D1y .
2 g + iys (23 +3) a3 +y3 a3 + v

T2 HYLYa | Tay1 — T1ya. (z1 —iy1) (w2 + 1y2)

2.2 3.2 = 2. .2
5 + Y3 5+ Y3 5+ Y3
v _ %

To —iY2 22

Cwiczenie 1.16. Sprawdzié, ze

(a) z+Z=2Rez; (b)z—%z=2ilmz; (c) (Z) =2 (d)Im (2)=—Imz.
Cwiczenie 1.17. Rozwigza¢ réwnania:

(a) 2z 4+ (3 —19)Z = 5 + 4i; (b) z+i=2z+7;

(c) z-Z+(2—%) =3+ 24 (d) z+zZ+i(z—2%) =5+ 3i.

Wsk. Wykorzysta¢ przedstawienie algebraiczne liczb zespolonych i warunek
ich réwnoséci

Cwiczenie 1.18. Uzasadni¢ réwnowaznosci:

(a) liczba zespolona z jest liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z = Z;
(b) liczba zespolona z # 0 jest liczba czysto urojona wtedy i tylko wtedy, gdy

z=—2Z.

Cwiczenie 1.19. Dlaczego w zbiorze liczb zespolonych nie mozna wprowadzié
relacji nieréwnosci (<) tak, aby zachowane byly jej wlasnosci ze zbioru liczb
rzeczywistych?

1.3. Postac trygonometryczna liczby zespolonej

Definicja 1.20. (modul liczby zespolonej)
Modultem liczby zespolonej z = z + iy (z,y € R) nazywamy nieujemna liczbe
rzeczywista |z| okreslona wzorem:

|z| = /22 + y2.
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(a) Imz (b) Imz

z 22

/‘
T

zZ1

Rez Rez

W= ===

Rys. 1.6. Interpretacja geometryczna modutu:
(a) liczby zespolonej, (b) réznicy liczb zespolonych
Uwaga. Modut liczby zespolonej jest uogélnieniem wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej. Geometrycznie modul liczby zespolonej z jest odlegloscig punktu
z od poczatku uktadu wspélrzednych (rys. 1.6 (a)). Modul réznicy liczb ze-
spolonych z1, z5 jest dlugoscia odcinka taczacego punkty z1, 22 (rys. 1.6 (b)).

Cwiczenie 1.21. Obliczyé¢ moduly liczb zespolonych:

(a) z=—i; (b) 2 = —1+ 3i; (c)z:%—ig; (d) z=—-5—12i.

FAKT 1.22. (wlasno$ci modutu liczby zespolonej)
Dla dowolnych liczb zespolonych z, z1, zo € C zachodza relacje:
_ _ 2
(1) [z] = [2] = [—=]; (2) 2.z =2|"; (8) |21 - 22| = |21] - |22 ;

21| _ Al

T odle 205 (5) |z1+20] < [21]+2a]5 (6) ||21]— 2] | < 21— 2]

(4) :
|22]

22

Uwaga. Warunki w punktach (3) i (5) powyzszego faktu prawdziwe sa dla
dowolnej liczby odpowiednio czynnikéw i sktadnikéow. W szczegdlnodci mamy

|z"| = |z|" dla n € N. Nier6wno$¢ (5) jest nazywana nierdwnosciq trdjkqta
(rys. 1.7).
I
e z1 + 22
|2
z
2 (p}
X
N
22| h .
|21]
Rez

Rys. 1.7. Interpretacja geometryczna nieréwnosci tréjkata
Dowdd. Niech z =z + iy (z, y € R). Wtedy mamy kolejno:
1) 2l =le—iyl= Va2 +(—y)? = Va2 + 2 = 2],
=2 = |-z — iyl = /(=2)? + (~y)? = Va? + 2 = |z].
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(2) 2z = (z+iy)(z—iy) = 2*—(iy)? = 2>+ = |2|*

(3) Niech z1, 29 € C. Korzystajac z wlasnosci (2) otrzymamy

(

[m120]* = (2120) (;122) = ;22%1%2 = (171) (22%2) = |2 [*|22f” = (2] |22])?.
Pierwiastkujac obustronnie dostaniemy zadana réwnosé, korzystamy przy tym z tego,
ze |21 - 22| = 0 oraz |z1] - |22] = 0.

(4) Niech z3 # 0. Wykorzystujac poprzednie wlasno$ci mamy
%l = = ] ool = 2
= —— |z1%2| = —5 |71 22| = —-
E |22/ |22]
(5) Mozliwe sa dwa przypadki z; + 22 = 0 lub 21 + 20 # 0. W pierwszym przy-
padku nieréwnosé jest oczywista. Zalézmy wiec, ze z1 + 22 # 0. Wtedy, wobec wzoru

21 2122

z22

Re (u 4+ w) = Reu+ Rew, nieréwnosci Reu < |u| i réwnosci |u/w| = |u| / |w|, mamy
kolejno
z z z z
Re "+ —2 ) =Re “— ) + Re 2
21+ 22 21+ z9 21+ z9 21+ z9
21 2 |l |22
21+ 29 21+ 29 |Zl+22| |Zl+22|.
Stad oraz z oczywistej rownosci Re Al + =2 = 1, otrzymamy
21+ 29 21+ 29
|21 22l 1,
|21 + 22| |21 + 22|

co po pomnozeniu stron przez |z1 + 22| daje zadana nieréwnosé.

(6) Z poprzedniej nier6wnosci wynika, ze

|z1] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22| oraz |zo| = |22 — 21 + 21| < |22 — 21| + |21] -
Zatem

“ o1 = 22| < |21] = 72| < |21 — 29|, wiee ‘ 2] — |zQ|\ <o — 2.
Cwiczenie 1.23. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:
(5 Vi)’
(v2+ 22’)3‘

4+i.; (c) (14—\/52')4; (d)

() (L+20)(3 —4i); (b) =

Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z modutem
Imz Imz Im z

~~~~~

—————

Rez Rez Rez

{zeC:|z— 2| =1} {z€C:|z—2| <1} {zeC:|z— 2| <1}
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Im 2z

z

A

—————

~~~~~

Im z

{zeC:|z—2z0| =7}

Im z

Rez

{z€C:|z—z|>r}

Im z

Rez

Rez

{z€C:r<|z—2| <R}

Im z

Rez

Rez

{zeC:|z—z1| =|z—22]} {2€C:|z—z1| <|z— 2|}

(a) |z +i| = 3
(@)

(8%) |z+il+|z—i =

|z 4+ 5| = [3i — z|;

2;

(b) [2iz + 6] < 4;

(h)

z—3
— 3
z+1
2241

Cwiczenie 1.25. Uzasadni¢, ze réwnosé
|21+ 2| + |21 — 22 =2 (|Z1|2 + |Z2|2)

jest prawdziwa dla dowolnych liczb zespolonych z1, z2. Podaé interpretacje
geometryczna tej tozsamosci.

Rez

{zeC:|z— 21| 2|z — 2|}

Cwiczenie 1.24. Narysowaé zbiory liczb zespolonych spelniajacych warunki:
(c)2<|z4+2—1i<3;
d

’>1; ) 742 —1i] < z[;

<L) 3z-1 <[ -1 <6lz+1].

Definicja 1.26. (argument i argument gléwny liczby zespolonej)
Argumentem liczby zespolonej z = z + iy # 0 (z,y € R) nazywamy kazda
liczbe ¢ € R spetniajaca uktad réwnan:

cosp =

sin p =
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Przyjmujemy, ze argumentem liczby zespolonej z = 0 jest dowolna liczba
p € R. Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy argument
tej liczby spelniajacy nieréwnosci 0 < ¢ < 27. Przyjmujemy, ze argumentem
gltéwnym liczby z = 0 jest 0. Argument gtéwny liczby zespolonej z oznaczamy
przez arg z. Kazdy argument ¢ liczby zespolonej z # 0 ma postaé

p =argz+ 2kn (k€ Z).

Uwaga. Argumenty liczby zespolonej sa miarami kata zorientowanego utwo-
rzonego przez dodatnia czesé osi rzeczywistej 1 wektor wodzacy tej liczby (rys.
1.8). Argument gléwny liczby zespolonej jest najmniejsza nieujemna miara
kata zorientowanego utworzonego przez dodatnig czes¢ osi rzeczywistej i wek-
tor wodzacy tej liczby (rys. 1.9 (a)).

Imz Imz

Rez Rez Rez

~ ~
-/

A

Rys. 1.8. Argumenty liczby zespolonej

Czasem wygodnie jest przyjaé, ze argument gtéwny liczby zespolonej jest liczba
z przedziatu (—m, 7] (rys. 1.9 (b)).

(a) Im 2 (b) Imz

arg z

Rez

Rez
arg z

Rys. 1.9. Argument gltéwny liczby zespolonej

Cwiczenie 1.27. Znalezé argumenty gléwne liczb zespolonych:
(a) z=2; (b) z=1; (c) z = —m;
1 V3

(d) z=3-3i; (e)Z:_E_Ti; (f) z = -3+ 4.

W éwiczeniu (f) wykorzystaé kalkulator lub komputer.
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Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z argumentem

Im z Im z Im 2 Im 2

Rez Rez Rez Rez
{z€C: arg z=a} {z€C: arg(z=0)=a} {z€C: a<argz<f} {z€C: a<arg(z—z0)<f}
Cwiczenie 1.28. Narysowaé zbiory liczb zespolonych spelniajacych warunki:

(a) argz = 75 (b) arg(z4+i) = m; () 5 < argz <o (d) |m— arg(z+1)] >0

Cwiczenie* 1.29. Niech z # 0 bedzie dowolna liczba zespolona. Pokazaé, ze
(1) arg (z) = 2w — arg z, gdy argz # 0;

argz+m, gdy O<argz<m,
(2) arg(—2) =
argz —m, gdy = <argz <2m;

1
(3) arg <—) =21 — arg z, gdy arg z # 0.
z

Korzystajac z powyzszych wzoréw narysowaé zbiory liczb zespolonych spet-
niajacych Warunki'

@ag-2) =55 Gag(Z) =" ©ueE ="
(d) % %)<g —<arg(z)<%r; (f)% arg(2+1i—z) <
@ug(->5  Wag(os)<m Or<uglivd <y

FAKT 1.30. (postac trygonometryczna liczby zespolonej)

Kazda liczbe zespolona z mozna przedsta- Im z
wi¢ w postaci:

z = r(cos + isinp),
gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wow-
czas modutem liczby z, a ¢ jednym z jej Rex
argument6éw (rys. 1.10). Ten spos6b przed- Rys. 1.10. Interpretacja geometryczna
stawiania liczb zespolonych nazywamy po- postaci trygonometrycznej
staciqg trygonometryczng. liczby zespolonej

%)
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Uwaga. Latwo pokazaé, ze liczby zespolone w postaci trygonometrycznej
z1 =711 (cospr +isingg), 2o =1y (cos @y + isin p9)
sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy:
ry =ro =0 albo ry =19 >0 oraz ) = @9 + 2kmw dla pewnego k € Z.

Dowdd. Dla liczby z = 0 mamy r = |z| = 0 i réwnosé zachodzi dla dowolnej wartosci
@ € R. Dla z # 0 mamy
x

—l—ii) =r(cosp+isiny),

Z:x”y:'z'(m ]

gdzie r jest modulem, a ¢ argumentem liczby z. Gdyby réwnosé z =r; (cos p1 +isin 1)
zachodzita dla innych liczb r1 > 0, ¢ € R, to mieliby$Smy

|z| = \/(7"1 cos 1)’ + (risingy)? =ry =7

Z uktadu réwnan cos p; = cos p, sin ¢1 = sin ¢ wynika zwiazek 1 = p+2kw (k € Z).
Zatem liczba ¢; tez jest argumentem liczby z.

Cwiczenie 1.31. Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci trygonometrycz-
nej (w razie potrzeby wykorzysta¢ kalkulator lub komputer):
1 3
@:m—t  We-tei (-2 - L
(d) z=3+1; () z=4—1; (f) z=—-2+1.

FAKT 1.32. (mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech z = r (cos p+isin ), z1 = r1 (cos 1 +isin ), zo = ro (cos Ya+1isin @y)
beda liczbami zespolonymi w postaci trygonometrycznej oraz niech n bedzie
liczba naturalng. Wtedy:

(1) z1-29 = 1172 [cos (1 + w2) + isin (p1 + ¢2)];

(2) z—; = :—; [cos (p1 — @2) +isin (p1 — p2)], oile zo # 0;

(3) 2" =7r"(cosnp +isinng)  (wzér de Moivre’at).

Inaczej méwiac, przy mnoze- Tm 2
niu liczb zespolonych ich mo- z
duty mnozymy, a argumenty do- e
dajemy. Podobnie, przy dziele- »
niu liczb zespolonych ich mo-
duty dzielimy, a argumenty odej-
mujemy. Wzér de Moivre’a jest
prawdziwy takze, gdy n jest
liczbg calkowita.

z
r

@

Rez

Rys. 1.11. Ilustracja wzoru de Moivre’a



1.3. Postac trygonometryczna liczby zespolonej 21

Dowdd (3). Zastosujemy metode indukeji matematycznej. Dla n = 1 wzor jest praw-
dziwy. Zalézmy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej n. Mamy zatem z" =
r"(cos np+isinny). Pokazemy, ze wzér ten jest prawdziwy dla liczby naturalnej n+1.
Mamy

il =n g [iz;jl] [r™ (cosny + i sinnep)] [r (cos ¢ + isin ¢)]
=il [cos np cos p — sinnp sin ¢ + i (sin ny cos ¢ + cos ny sin )]
= 7" 1 [cos(n + 1)p + isin(n + 1)¢] .
7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzér jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnej n.

Cwiczenie 1.33. Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczb zespolonych
obliczy¢:

() (1—i) (VB+i); (b) (4+4i) (=3+3i); (o) (10— 10V3i) (2 - 20);
2+ 2i 1 V3. . 1—/3i 3i
(@ @)(—5—7;Q<1+w;<ﬁ—7§;;; (8) 7o

Cwiczenie 1.34. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢:
(a
(d

J @+ ) (VB-i)"s (@) (Vai-vE)

) (cos 11° + isin 11°) (cos 3° + i sin 3°);

9° . 0° 5 18

e) (‘COS +icos9) 5 (%) <sin T jcos 1) .
(sin 85° 4 i cos 85°) 12 12

Wynik poda¢ w postaci algebraicznej.

Cwiczenie 1.35. Korzystajac ze wzoru de Moivre’'a wyrazi¢ podane funkcje

przez cos p i sin p:

(a) cos 3y; (b) sin4p; (c) cos 6.

Cwiczenie 1.36. Niech z = r (cos ¢ 4 isin ), gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Poka-

zaé, ze:

(1) Z =r[cos(—p) + isin(—p)];

(2) o= % [cos(—¢) + isin(—p)], o ile z # 0;

(3) —z =r[cos(¢ + ) + isin(p + 7)] ;
Korzystajac z powyzszych wzoréw i wzoru de Moivre’a znalezé zbiory liczb
zespolonych z spetniajacych warunki:

() 2= ()P =-7 (o) 2*=-8;

@7t =5 @EF=2 )P+ @ =0
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Cwiczenie 1.37. Naszkicowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych nie-
rownosci:

() Re [(i—1)2°] >0, (b) Imz* > Re [(2)"].

Cwiczenie 1.38. Niech z, 21, 20 € C oraz n € N. Pokazaé, ze:

(1) arg (z122) = argz; +argza +2kr dla k =0 lub k = —1;

(2) arg (2") = narg z + 2kw dla pewnego k € Z;

(3) arg <i> =argz —argzy + 2kr dla k=0 1lub k =1, o ile 25 # 0.
22

Liczbe k dobieramy (w zaleznosci od z, z1, 2z oraz n) w ten sposéb, aby ar-
gument gléwny nalezal do przedziatu [0,27) lub (—7, 7).

Korzystajac z powyzszych wzorow znalezé zbiory liczb zespolonych z spelnia-
jacych warunki:

(a) arg [(14+0)2] = s (b) & < arg L < T (0) arg (2%) = m: () arg () < 7.

Cwiczenie 1.39. Obliczy¢ argumenty gléwne liczb zespolonych:
5 4
(1-iv3) (2+2)? (VB+i) 1+
(a) ; (b) 0 -
(1+iv3)

(1 =)

Cwiczenie 1.40. Napisa¢ wzory opisujace przeksztalcenia plaszczyzny zespo-
lonej:

(a) symetria wzgledem osi rzeczywistej;

(b) symetria wzgledem osi urojonej;

(c) obroét o kat a wokét poczatku uktadu wspéirzednych;

(d) symetria wzgledem punktu zp;

(e) translacja o wektor zp;

(f) jednokladnosé w skali k wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych;

(g

*) symetria wzgledem prostej Re z = Im z.

Cwiczenie* 1.41. Obliczy¢ (5 —4)*(1 + 1) i nastepnie uzasadni¢ réwnosé

T _ 4 ¢ 1 ¢ 1
—- = arc — — arc —_—
4 &5 939"

Réwnoéé te, zwang wzorem Machina, dawniej stosowano do obliczen przybli-
zonych liczby 7. Korzystano przy tym z rozwiniecia funkcji arctgz w szereg
potegowy
0 x2n+1
arctgxr = Z(—l)”

n=0

2n+1
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Cwiczenie* 1.42. Liczby zespolone stosuje sie w elektrotechnice do opisu ob-
woddéw elektrycznych pradu zmiennego. Jednostke urojong oznacza sie wtedy
symbolem j w celu odréznienia jej od natezenia pradu ¢ ptynacego w obwodzie.
Niech w bedzie czestotliwodcia pradu, zas t czasem. Zespolonym odpowiedni-
kiem pradu ¢ = asinwt+bcoswt (a,b € R) jest liczba zespolona a+ jb. Znalezé
i nazwaé zespolone odpowiedniki nastepujacych wielkoéci:

(a) amplituda va?+b? pradu i;  (b) faza ¢ pradu i = rsin (wt + ¢);

(c) predko$é zmian pradu di/dt; (d) suma iy +is pradow tej samej czestotliwosci w.

1.4. Postac¢ wyktadnicza liczby zespolone;j

Definicja 1.43. (symbol e'¥)

Dla ¢ € R liczbe zespolona cos ¢ + isin g
oznaczamy krétko przez e'¥; o

e'¥ = cos ¢ + isin .

o
~

Cwiczenie 1.44. Obliczy¢ wartosci poda- Rez
nych wyrazen i zaznaczy¢ je na plaszczyz-
nie zespolonej:

x . .
(a) e 2 : (b) em; (C) 627”; Rys. 1.12. Interpretacja geometryczna

'y liczby e'?

— 3T . .

e > 5 (o) e (f) e %
) ) *

Cwiczenie 1.45. Niech ©, ©1, p2 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz
niech k bedzie dowolna liczba catkowita. Uzasadnié, ze:

1) e i(p1+p2) _ ien . ete2. (2) eilpr1—p2) Z:%; (3) (eigo)k’ — oike.
(4) i(p+2km) _ eigo; (5) P 7& 0; (6) | = 1;
(7) ' = €92 = 1 = @y + 2Ir (1 € Z);
(8) arg ( ) = ¢ + 27 dla pewnego | € Z.
FAKT 1.46. (wzory Eulera®)
Niech ¢ € R. Wéwcezas zachodza wzory:
e 4 et el — TP
cos p = sing=———

2 2i
$Leonard Euler (1707-1783), matematyk, fizyk i astronom szwajcarski.
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Cwiczenie 1.47. Korzystajac ze wzoréw Eulera wyrazi¢ podane funkcje w
zaleznodci od sinuséw i cosinuséw wielokrotnoéci kata x:

(a) sin®z; (b) cos®z; (c) sintz; (d) cos®x; (e) sin®ax;  (f) cos” z.

Uwaga. Otrzymane zaleznosci wykorzystuje sie do obliczania catek postaci:

/sin"mdm, /cos"mdm (n e N).

Cwiczenie 1.48. Korzystajac ze wzoréw Eulera przedstawi¢ podane iloczyny
w postaci sum sinuséw i cosinuséw:

(a) sin a cos 3; (b) sin asin Fsiny; (c*) cos acos 3 cosy cos 4.

Cwiczenie* 1.49. Obliczy¢ sumy:
(a) 14cos2x+cosdz+ ... +cos2nx; (b) sinx+sin2z+sin3x+ ... +sinnx.

FAKT 1.50. (postaé wykladnicza liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolona z mozna zapisa¢ w postaci
z = re'?,
gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wéwczas modulem liczby z, a ¢ jej

argumentem. Ten sposob przedstawiania liczb zespolonych nazywamy postacig
wyktadniczg.

Uwaga. Analogicznie jak w postaci trygonometrycznej, liczby zespolone 21 =
r1e"¥1) z9 = ree'??2 w postaci wykltadniczej sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
r1=r9=0 albo r; =79 >0 oraz p; = ps + 2km (k € Z).

Cwiczenie 1.51. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci wykladniczej:

(a) z=—1; (b)z=1+1i; (c)z=—4; (d)z=1—-+3i; (e)z=—2+Ti.
W éwiczeniu (e) wykorzystaé kalkulator.

FAKT 1.52. (dzialania na liczbach zespolonych w postaci wykladniczej)

Niech z = re’?, z; = r1e’1, zy = rqe’?? beda liczbami zespolonymi w postaci
wyktadniczej. Ponadto, niech k bedzie liczba catkowita. Wtedy:

(1) 21 - 20 = 7€ (P1T92); (2) A2 Mitei=e2) g fle 2 £0; (3) 2F = rketke;

V) T2
= —igp L1 i i(ptm)
(4)z=re*¥; (5);:;6 , oile z # 0; (6) —z=re .

Cwiczenie 1.53. Korzystajac z postaci wyktadniczej liczby zespolonej znalezé
i narysowaé zbiory liczb zespolonych z spetniajacych warunki:

(@) 2=z (b) [z! =2 () 2%+ (2)* = —1;

d) 22 =(2)%; () 22 =(2+2)% (f)2°=—4z.
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1.5. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja 1.54. (pierwiastek z liczby zespolonej)

Pierunastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe
zespolong w spelniajacg réwnosé w™ = z. Zbiér pierwiastkéw stopnia n z
liczby zespolonej z oznaczamy przez /z.

Uwaga. Symbol {/ ma inne znaczenie w odniesieniu do liczb rzeczywistych,
a inne do liczb zespolonych. Pierwiastek w dziedzinie rzeczywistej jest okre-
$lony jednoznacznie i jest to funkcja R — R dla n nieparzystych oraz funkcja
[0,00) — [0,00) dla n parzystych. Pierwiastkowanie w dziedzinie zespolonej
jest natomiast szukaniem rozwigzan réwnania w™ = z, zatem <{/z jest zbio-
rem wszystkich rozwigzan tego réwnania. Symbolu pierwiastka w dziedzinie
zespolonej nie wolno uzywaé do obliczen, gdyz jest on niejednoznaczny, a
podstawowe wzory dla pierwiastkow, prawdziwe w dziedzinie rzeczywistej, tu-
taj nie maja sensu. Ponizsze zestawienie ilustruje omawiane réznice:

w R w C
Vi =2 V4 ={-22}
V1=1 V1=1{1,i,—1,—i}

V/—1 nie istnieje vV—1={i—i}

VIt = 22 \/2_2{22’_22}
Va2 = || Va2 = {z, -z}

Cwiczenie 1.55. Wybierajac dogodna postaé liczb zespolonych obliczy¢ z de-
finicji pierwiastki:
(a) vV/=T7+241; (b) v—1; (¢) ¥/=2—2i; (d) V/1+ bi.

W éwiczeniu (d) wykorzystaé kalkulator.

FAKT 1.56. (wzdr na pierwiastki z liczby zespolonej)

Kazda liczba zespolona z = r(cos¢ +ising), gdzie r > 0 oraz ¢ € R, ma
doktadnie n pierwiastkéw stopnia n :

2k 2%k
Wy = w(cosuﬂsmu) dla k=0,1,...,n— 1.
n n

Dowdd. Szukamy wszystkich rozwiazan réwnania w” = z. Niech w = p(cos a+isina),
gdzie o > 0 oraz a € R, bedzie rozwigzaniem tego réwnania. Wtedy, po zastosowaniu
wzoru de Moivre’a, otrzymamy

w"™ = p"(cosna + isinna) = r(cos ¢ + isin ).
Stad wynika, ze 0" = r oraz na = ¢ + 2kn (k € Z). Zatem ¢ = {r oraz a =
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(¢ + 2km)/n. Niech wy = /1 (cos ((¢ + 2km)/n) + isin ((p + 2km)/n)) bedzie pier-
wiastkiem odpowiadajacym wartosci k. Z uwagi na okresowosé funkcji trygonome-
trycznych pierwiastki wy oraz wyy, pokrywaja sig, wigc istnieje tylko n parami réz-
nych pierwiastkow wg, w1, ..., wn—1 liczby z.

Uwaga. Zbiér pierwiastkéw nie zalezy od wyboru argumentu liczby zespolone;j.
Jezeli o jest jej argumentem gléwnym, to pierwiastek
wo = Yr <cos£ + isin f)
n n
ma najmniejszy nieujemny argument. Ponadto, dla k = 0,1,...,n — 2 praw-
dziwa jest zaleznosc:

2 .. 2w 2 .. 27 k+1
Wg41 = Wk cos;%—zsm; = wo cos;—l—zsm? .

Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw

Zbiér pierwiastkéw stopnia n > 3 z liczby zespolonej

z =r(cosp + isingp),
gdzie r = |z| oraz ¢ = arg z, pokrywa sie ze zbiorem wierzcholtkéw n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu {/r i $rodku w poczatku ukladu
wspoirzednych.

Im z
w1
2m wo
|t n
w
2 @
n VI
Rez
Wn—1
w3
Wn—2

Rys. 1.13. Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkow z liczby zespolonej
Jeden z wierzchotkow tego wielokata jest w punkcie
wo = /1 (cos(p/n) +isin(p/n))
a katy miedzy promieniami wodzacymi sasiednich wierzchotkéw sa réwne 27 /n
(rys. 1.13).

Cwiczenie 1.57. Obliczy¢ i narysowaé pierwiastki z liczb zespolonych:

(@) Y8 (b) ¢ —%+§i; (©) V=2 () YT, (o) ¥BETL

W éwiczeniu (e) wykorzystaé kalkulator.
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Cwiczenie 1.58. Rozwiaza¢ réwnania kwadratowe lub wielokwadratowe:
(a) 22 +32+3—i=0; (b) 224+ (2 — 1)z + 1 4 5i = 0;
(c) 2* —4iv322 =16 =0;  (d*) 25+ (2 —6i)2® + 16 — 16i = 0.

Cwiczenie 1.59. Znalezé wszystkie rozwiazania réwnan:
(a) 2% = (1+2i)"% (b) 2% = (1 —1)%
(c) (z—1i)* = (iz + 3)%; (d*) (z4+1)° +2° =0.

Cwiczenie* 1.60. Znalezé wszystkie liczby zespolone u i v, ktore spetniaja
réwnoscé:
(a) (u+v)3 =ud +v3; (®) (u+v)* =u* + v (c) (u+v)> =u® +0°.



